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1 Exercicios Introdutodrios

Exercicio 1. Em cada item, encontre o menor inteiro posi-
tivo x que satisfaz as congruéncias:

(@) x=-5 (mod 7).

(b) x= -3 (mod 11).

() x= -1 (mod 13).

(d) x=13 (mod 7).

(e) x =27 (mod 6).

Exercicio 2.

(a) Encontre o resto de 100 - 103 - 104 na divisdo por 7.
(b) Encontre o resto de 1002 - 102 na divisdo por 9.

(c) Encontre o resto de 37° - 2 na divisdo por 3.

(d) Encontre o resto de 98 - 101 na divisdo por 11.

Exercicio 3. Determine o inverso de 11 nos seguintes
modulos: 3,5,7 e 9.

Exercicio 4. Encontre todos os inteiros x que satisfazem
(@ 2x=1 (mod 7)
(b) 2x =3 (mod 7)
(©) 3x=9 (mod 13)
(d) 5x =7 (mod 13)

Exercicio 5. Observe os restos das poténcias de 2 na divisao
por 3:

20 | 21 | 22 | 28

Resto | 1 2 1 2

24 | 25 | 26 | 27

Resto | 1 2 1 2

(a) Seguindo o padrdo da tabela, qual deve ser o resto de
22016 na divisao por 3?

(b) Verifique que 2% =1 (mod 3) e que 2%**1 =2 (mod 3)
para todo k inteiro ndo negativo.

Exercicio 6. Calcule o resto de 4!% por 3.
Exercicio 7. Calcule o resto de 4'% por 5.
Exercicio 8. Calcule o resto de 41% por 7.
Exercicio 9. Determine o resto de 22 — 1 na divisao por 41.

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 10. Verifique que a sequéncia de restos das
poténcias de 3 na divisdo por 7 é periddica e determine
o seu periodo, ou seja, 0 menor inteiro positivo k tal que 3¢
e 3! possuam o mesmo resto na divisdo por 7 para todo o
inteiro t ndo negativo.

Exercicio 11. (a) Qual o resto de 2100 4 3100 por 7?
(b) Qual o resto de 444333 por 7?

(c) Qual o resto de 333777 + 777333 por 5?

Qual o resto na divisdo de 270 + 370 por 13?
Qual o resto de 32% por 100?

Qual o dltimo digito de 7777772

Prove que 2222°°% + 55552222 ¢ divisivel por

Exercicio 12.
Exercicio 13.
Exercicio 14.

Exercicio 15.
7.

Exercicio 16. Escreva uma tnica congruéncia que é equi-
valente ao par de congruéncias x = 1 (mod 4) e x = 2
(mod 3).

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 17. Qual o resto de 36% + 41*! na divisao por 77?

Exercicio 18.
20112012 _ 17

Exercicio 19. Qual o resto de 12000 4 22000 4 20p(2000
na divisdo por 7?

Qual é a maior poténcia de 2 que divide
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Respostas e Solugdes.

1.

@ x=2.
b) x=8.
© x=12.
d) x=6.
(€) x=3.
2.

(@) Como 100 =2 (mod 7), segue que

100-103-104 = 2-5-6 (mod?7)
= 60 (mod?7)
= 4 (mod7).

Portanto, o resto é 4.

(b) Como 100 =1 (mod 9), segue que

100%-102 = 1%2-3 (mod 7)
3 (mod 7)
Portanto, o resto é 3.
(¢) Como 37 =1 (mod 3), segue que
3.2 = 13.2 (mod 3)
= 2 (mod?7)

Portanto, o resto é 2.
(d) Como 98 =10 (mod 11), segue que
98-101 = 10-2 (mod 11)

20 (mod 11)
= 9 (mod11)

Portanto, o resto é 9. Uma maneira alternativa seria:
98-101 = —-1-2

= -2
= 9

(mod 11)
(mod 11)
(mod 11)

3. Pelo Algoritmo de Euclides Estendido, como mdc(11,3) =

1, podemos encontrar a combinacéo linear:
11-243-(-7)=1.

Dai, 11-2 = 1 (mod 3).
podemos encontrar:

11-1 = 1 (mod5)
11-2 = 1 (mod?7)
11-5 = 1 (mod9).

Procedendo de forma anéloga,

(a) Como o inverso de 2 (mod 7) é 4, podemos multiplicar
a congruéncia e obter:

2x = 1 (mod?7) <
8x = 4 (mod?7) <&
x = 4 (mod?7).

Portanto, o inteiro x satisfaz a congruéncia dada se, e
somente se, x deixa resto 4 na divisao por 7.

(b) Procedendo como no exercicio anterior, dado que 2 -4 =
1 (mod 7), a resposta é

2x = 3 (mod7) &
8x = 12 (mod7) <
x = 5 (mod?7).

() Como3-9=1 (mod 13), temos

3x = 9 (mod 13) &
27x = 81 (mod 13) &
x = 3 (mod 13).

(d) Como5-8=1 (mod 13), temos

5 = 7 (mod 13) &
40x = 56 (mod 13) <
x = 4 (mod 13).

(a) Seguindo a tabela anterior, poténcias de 2 com expoente
par sempre deixam resto 1 na divisdo por 3. Portanto,
caso o padrao seja mantido, 2291¢ deve deixar resto 1 na
divisdo por 3.

(b) Como 2% =1 (mod 3), elevando ambos os lados da con-
gruéncia a poténcia k, temos 2% = (22)F = 1k = 1

(mod 3). Além disso, multiplicando a ultima con-
gruéncia por 2, obtemos:

2.2% = 2.1 (mod 3)

2241 = 2 (mod 3).

6. Como 4 =1 (mod 3), temos 4!% = 119 = 1 (mod 3).
Outra solugdo é usar o exercicio anterior e perceber que
4100 = 2200 = 1 (mod 3), pois 200 é par.

7. Como 4 = —1 (mod 5), temos 4% = (-1)10 = 1
(

mod 5).

8. Vocé deve ter percebido que encontrar relagdes do t1po

a = =+1 (mod m) podem simplificar bastante o calculo de a*

(mod m). Procuremos alguma relagdo como essa para 4 e 7.
Veja que:

42 = 1 (mod7)
4' = 4 (mod7)
42 = 2 (mod?7)
£ = 1 (mod7).
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Assim,

499 — (43)33
= 1% (mod7)
= 1 (mod7)
410 = 4 (mod 7).

Portanto, o resto é 4.

Observagio: Como 43 =1 (mod 7), os restos das poténcias
de 4 na divisdo por 7 se repetem periodicamente de 3 em
3, pois 43+ = 43¢ . 4" = 4" (mod 7). Outra abordagem ¢é
perceber que 23 = 1 (mod 7). Dai,

49 — 91
— (23)66
= 1% (mod 7).
9. Veja que
2°=32 = -9 (mod4l)=
20=81 = —1 (mod4l)=
220 = 1 (mod 41).

Assim, o resto procurado é zero.

10. Considere a sequéncia de restos:

3 = 1 (mod?)
3 = 3 (mod7)
32 = 2 (mod?7)
33 = —1 (mod7)
3 = -3 (mod7)
3% = -2 (mod?7)
3 = 1 (mod7)

Como 3° =1 (mod 7), segue que 376 = 3¢.3% = 3! (mod 7)
para todo f ndo negativo. Além disso, em virtude da tabela
anterior, nenhum ntmero positivo menor que 6 pode ter essa
propriedade. Portanto, o periodo é 6.

11.
(@)
2100 + 3100 — (23)33 . 2 + (33)33
1324 (-1)%-3 (mod 7)
= -1 (mod7)
= 6 (mod7).

Portanto, o resto é 6.

(b)
44433 = 3777 (mod 7)
= (3% (mod 7)
(=1)®° (mod 7)
-1 (mod 7)
= 6 (mod?7)

Portanto, o resto é 6.

(©)

333777 47773 = 3777 1753 (mod 5)
(3%)%8.3+ (72)!%6.7 (mod 5)
(—1)%88.3 4+ (~1)1%¢.7 (mod 5)
3+7 (mod5)
0 (mod 5).

Portanto, o resto é 0.

12. Como 13 =4 + 9, podemos escrever:

9 = —4 (mod13)=
9% = (=4)%® (mod 13) =
304270 = 0 (mod 13).

13. Analisemos os restos na divisio por 100 de 3*:

31 = 03 (mod 100)
32 = 09 (mod 100)
33 = 27 (mod 100)
3 = 81 (mod 100)
3> = 43 (mod 100)
3 = 29 (mod 100)
37 = 87 (mod 100)
33 = 61 (mod 100)
3 = 83 (mod 100)
310 = 49 (mod 100)
Como 49 = 50 — 1, temos
30 = (50-1)%> (mod 100)
= 2500-100+1 (mod 100)
= 1 (mod 100)
Finalmente,
3200 — (32910 (mod 100)
= 1% (mod 100)
= 1 (mod 100).

Observagao: Outra abordagem é perceber que
(3100 _ 1)(3100 + 1)
= (-1)@E"+1)3"P +1)
B -1)(3®+1)(3*+1)(3' +1)

3200 _ 1

Todos os parénteses anteriores sdo ntimeros pares e, con-
sequentemente, o produto resultante é um multiplo de 8.
Como

33 = 2 (mod 25)
(3%H* = 2* (mod 25)
32 = 32 (mod 25).
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Ou seja, 25 | 3%(3!19 +1). Sabendo que mdc(25,3?) = 1,
temos 25 | 319 + 1. Dai 3%° = (—1)5 = —1 (mod 2)5. Assim,
25| 3% + 1. Como 8 e 25 dividem 32%° — 1, podemos concluir
que 3% — é mualtiplo de 200 e naturalmente termina em 00.
Logo, 32% termina em 01.

14. O dltimo digito é determinado pelo resto na divisao por
10.

777777 7777 (mod 10)
(7%)%3.7  (mod 10)
(=1)*.7  (mod 10)
-7 (mod 10)

3 (mod 10)

Portanto, o ultimo digito é 3

15. Como 2222 + 5555 = 7777, que é um mdltiplo de 7,
temos

2022955 4 55552222 = (-5555)%°° 1 55552222 (mod 7)

—55552222(5555%333 — 1) (mod 7)

Como 7 { 55552222, basta mostrarmos que 7 | 55553333 — 1.
Dividindo 5555 por 7, obtemos resto 4. Dai,

5555 = 4%%  (mod 7)

= @)™ (mod7)
1ML (mod 7)
(mod 7).

=1
Dai, 7 | 5555°33% — 1 e isso termina o problema.

16. Como x = 1 (mod 4), podemos escrever x = 4q + 1.
Dai, 49+ 1 =2 (mod 3), ou seja,

49+1 = 2 (mod 3)
49 = 1 (mod3)
g = 1 (mod 3).

A ultima congruéncia nos diz que g = 3k + 1. Assim, x =
4(3k+1) +1 = 12k + 5 e a congruéncia resultante é x = 5
(mod 12).

17. Inicialmente devemos perceber que existe uma relacdo
entre os niimeros do problema: 36 + 41 = 77. Assim:

—36 = 41 (mod 77),
(-36) = 41*' (mod 77),
36%°(1 — 36°) 36%° +41*1  (mod 77).

Nosso préximo passo é encontrar o resto de 36° na divisao

por 77. Como 36 = 1 (mod 7), 36> = 1 (mod 7). Além
disso, 36 = 3 (mod 1)1 produzindo 36> = 3° =1 (mod 1)1.
Como mdc(7,11) = 1 e ambos dividem 36> — 1, podemos
concluir que 77 | 36> — 1. Logo, 36% + 41*! deixa resto 0 na
divisdo por 77.

18. (Extraido da OBM 2012) Usando a diferenca de quadra-
dos, podemos escrever

20112012 —1 (20111%% — 1)(201119% 1 1)

(20115 — 1)(2011°% + 1) (2011190 + 1).
Como 2011 = —1 (mod 4), temos

201110 11 = (=1)19% £ 1 (mod 4)
= 2 (mod4)

2011°8 -1 = (=1)°® -1 (mod 4)
= 2 (mod 4).

Assim, 20111906 4+ 1 ¢ 201153 — 1 sd0 miltiplos de 2, mas nédo
de 4 e o produto entre eles possui dois fatores 2. Agora,

20115% +1 = 358 41 (mod 8)
= (39> 4+1-3 (mod 8)
= 1°1.34+1 (mod 8)
= 4 (mod 8).
Portanto, 2011°%3 + 1 ¢ mdltiplo de 4, mas ndo de 8, ou seja,
possui exatamente dois fatores 2. Finalmente, o ntimero dado

possui 2 - 2 = 4 fatores 2 e a maior poténcia de 2 que o divide
624
19. Como i?°% = (i + 7k)?°% (mod 7), podemos simplificar

o problema calculando primeiramente o valor de:

12000 + 22000 + 32000 + 42000 + 52000 + 62000 +72000 (mod 7).

Outra observagdo importante que simplificard o célculo é
perceber que 22 =1 (mod 7). Assim,

2%k = 1 (mod7)
2%+ = 2 (mod 7)
2542 = 4 (mod 7).

Usando isso e o fato de que 2000 é par, temos:

12000 +22000 + 32000 T 42000 +
52000 + 62000 + 72000

12000 +22000 + (_ 4)2000 + 42000
(_2)2000+(_1)2000+02000 =
1+4+24+2+44+1+0 = 0

+

(mod 7).

Dentre os primeiros 2000 naturais consecutivos, podemos
formar 285 grupos de 7 niimeros consecutivos cuja soma
é multipla de 7, em virtude da soma anterior. Os cinco
nimeros restantes possuem como resto na divisdo por 7 o
namero:

19962000 4 19972000 4 19982000

19992000 4 20002000 =
1+4+242+4

= 6 (mod7).

Assim, o resto da soma na divisdo por 7 é 6.
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