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Angulos

1 Exercicios Introdutadrios

Exercicio 1. No desenho abaixo, OC € bissetriz do angulo
/ZAOB. Se ZAOC =2x —5° ¢ ZCOB = x + 3°, quanto
vale © ¢

Exercicio 2. No desenho abaizo, A, O e B sdo colinares e
OD ¢é bissetriz do angulo ZBOC. Além disso, ZBOD =
x + 10°, ZDOC = y + 5°, ZCOA = 3y. Determine os
valores de x e y.

Exercicio 3. No desenho abaizo, OE e OD sao bissetri-
zes dos angulos ZBOC e LCOA, respectivamente. Se o
angulo ZAOB mede 70°, determine a medida do angulo
/DOFE

Exercicio 4. Classifique como verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Dois dngulos consecutivos sao adjacentes.
b) Dois dngulos opostos pelo vértice sio adjacentes.

¢) Dois dngulos suplementares sao adjacentes.

d) Dois dngulos adjacentes sao sempre consecutivos.
e) Dois dngulos opostos pelo vértice nao sdo consecutivos.

Exercicio 5. Na figura abaizo, temos ZBOC = 3x 4+ 5° e
LAOC = 2x — 5°. Sabendo que A, O e B sdo colineares,
determine o valor do angulo x.

Exercicio 6. Na figura abaizo, LAOC = 2/BOC. Se
ZAOB = 60°, determine o valor do angulo formado entre
a bissetriz OD de ZBOC e a semirreta OA.

Exercicio 7. A soma de dois angulos é 140°. Um deles é
o quddruplo do outro subtraido de 40°. Determine os dois
angulos.

Exercicio 8. Duas retas se encontram em O como indica
a figura abaizo. Se LZAOD = 2x 4+ 10° e ZCOB = 50°,
determine o valor de x.

Exercicio 9. No desenho abaixo, ZAOD = 55°. Determine
o valor do angulo ZEOF .

Exercicio 10. Um dngulo reto foi dividido em trés angulos
adjacentes cujas medidas sGo proporcionais aos numeros
2, 3 e 4. Determine os valores desses angulos.

Exercicio 11. Os dngulos x e y sao complementares e
x—y=10° Qual o valor de x?
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Exercicio 12. Na figura abaizo, ZAOD = 3x + 10° e
/COB = 2x + 20°. Determine o angulo ZAOC,

Exercicio 13. Determine a medida do angulo formado pe-
las bissetrizes de dois angulos adjacentes que somam 150°.

Exercicio 14. No desenho abaizo, ZAOB = ZCOD =
LEOF = x. Determine o valor de x.

C B

Exercicio 15. Duas retas sdo concorrentes em um ponto
O. Quantos angulos distintos ficam determinados por elas
no plano que as contém?

Exercicio 16. No desenho abaizo, os segmentos AB e CD
determinam quatro angulos. Determine os valores de x, y
e z em cada um dos casos abairo:

pos

A

a) ZCOB = 80°, LDOB = z +vy, LCAO = y+ z e
ZDAO =z + 2.

b) LCOB =x+40°, ZDOB = 3z 4+ 20° e LZAOC = 2.

Exercicio 17. Simplifique as seguintes medidas como no
modelo:

1°58237" = 1°58'57"” + 180"
= 1°61'57"
= 1°01'57" + 60’
= 2°01'57".
a) 35°150.
b) 50°130’.

¢) 75°20137".
d) 58°58'260".

Exercicio 18. No desenho abaizo, as retas a e b sao para-
lelas. Determine os valores de x e y.

Exercicio 19. No desenho abaizo, as retas a e b sao para-
lelas. Determine os valores de x e y.

Exercicio 20. No desenho abaizo, os segmentos QR e ST
sao paralelos. Determine os valores dos angulos x, y e z.

Exercicio 21. No desenho abaizo, os segmentos AB e CD
sao paralelos. Determine a medida do angulo x.

Exercicio 22. No desenho abaizo, CD e AB sdo segmen-
tos paralelos. Se ZAEB = 105°, determine a medida do
angulo x.
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Exercicio 23. Na figura abaizo, JK, CD e AB sdo seg-
mentos paralelos. Se x +y = 150°, determine o valor do
angulo z

=

Exercicio 24. No desenho abairzo, AB e CD sdo paralelos.
Determine o valor do angulo x.

Exercicio 25. Na figura abaizo, os segmentos CD e AB
sao paralelos. Determine o valor do angulo ZEF B

Exercicio 26. Efetue as operagées indicadas:
a) 90° — 55°37.

b) 3 x (7°13'23").

c) (46°38'28") + 2.

d) 87°27'12" 4+ 5°34’48".

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 27. Qual o dngulo formado entre as bissetrizes
de dois dngulos adjacentes e suplementares?

Exercicio 28. A diferenca entre dois dngulos adjacentes
mas nao consecutivos € 100°. Determine o angulo formado
por suas bissetrizes.

Exercicio 29. No desenho abaizo, DA € bissetriz do angulo
/CAB. Determine o valor do angulo /DAEFE sabendo que
/CAB+ /EAB =120° e ZCAB — /ZEAB = 80°.

C D

Exercicio 30. Os dngulos x e y sao tais que sua diferenca
€ 20°. Encontre x sabendo que seu complementar somado
com o suplementar de 2x é o dobro do complemento de y.

Exercicio 31. Encontre algum angulo x tal que o seu qua-
drado excede em 50° o quintuplo do seu complemento.

Exercicio 32. A soma dos complementos de x ey € igual

— da soma de seus suplementares. Se um deles € o

quddruplo do outro, determine o menor deles.

Exercicio 33. A que horas pela primeira vez apds o
meio-dia, 0s ponteiros de um relégio formam 110° 2

a)12h18'  b)12h20° ¢)13h22' d)13h23'  €)15h

Exercicio 34. Dois dngulos suplementares medem 3z —40°

e 2x + 60°.  Qual o wvalor do maior desses dngulos?
a)56° 1)108° ¢)124° d)132° €)137°

Exercicio 35. FEfetuando 55°15'37" — 20°42'30", temos:
a)34°28'7"  5)34°33'7"  ¢)33°28'7"

d)33°33'7"  e)35°28'7"
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3 Exercicios de Aprofundamento e
de Exames

Exercicio 36. Sabendo que AB ¢é paralelo a CD, determine
a medida do angulo x.

Exercicio 37. Na figura abaizo, CD || AB ¢ GH || EF.

Determine a medida do angulo (.

VA

Exercicio 38. Sabendo que CD e AK sdo paralelos, deter-
mine o valor de x.

Exercicio 39. Sabendo que CD € paralelo a AB, determine
o angulo x.

Exercicio 40. Trés quadrados sdo colados pelos seus
vértices entre si e a dois bastoes verticais, como mostra
a figura. Determine a medida do dnaulo x.

Exercicio 41. No desenho abaizo, mostre que a soma dos
angulos angulos brancos € igual a soma dos angulos cinzas.
Tal resultado vale para qualquer quantidade de “bicos” no
desenho e o chamamos popularmente como Teorema dos
Bicos.
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Respostas e Solucoes

1 Exercicios Introdutadrios

1. Como OC ¢é bissetriz, 2x —5=x+ 3 e dai © = 8°.

2. Temos:
180° = ZAOC + £ZCOD + /DOB
= LAOC+2/C0OD
= 3y+ (2y+10)
= b5y +10.

Portanto, y = 34°. Como
39° = /COD = /DOB = z + 10°,
temos x = 29°.

3. Sejam LAOC =2z e ZCOB = 2y. Temos:

2v+2y LAOB
2 2

4. Apenas D e E sao verdadeiras.

5. Como 180° = /BOC + ZAOC = 5z, seque que r =

36°.

6. Seja /BOC = 2z, entio LZAOC = 2/BOC = 4z.
Como 60° = LZAOC + Z/BOC = 6z, seque que x = 10°.
Portanto, ZDOA = £ZDOC + LCOA = x + 4x = 50°.

7. Os dngulos sdo x e 4o — 40°. Assim, 140° = 5z — 40°
e x = 36°. Os angulos sdo 36° e 104°.

8. Temos 2x + 10° = LZAOD = ZCOB = 50° pois eles
s@o opostos pelo vértice. Consequentemente, x = 20°.

/DOE =z +y= = 35°.

9. Temos LZAOD + ZDOC = 90° e consequentemente
/DOC = 35°. Como ZFOFE e ZDOC sao opostos pelo
vértice, temos LZFOFE = 35°.

10. A divisdo determina os angulos 2x, 3xr e 4.
Somando-os, temos 90° = 9x. Portanto, x = 10° e os
angulos sao 20°, 30° e 40°.

11. Como x +y = 90° e x —y = 10°, somando e sub-
90° + 10° 500
e A e

traindo as duas equacoes, temos x = 5

90° — 10°
= —40°.
y 5 0

12. Como os dngulos ZAOD e ZCOB sdo opostos pelo
vértice, temos 3x+10° = 2x+420°, ou seja, x = 10°. Como
LAOC e LCOB sdo suplementares, obtemos LAOC =
180° — (2z + 20°) = 140°.

13. Sejam 2z e 2y as medidas dos angulos adjacentes. O
angulo entre as bissetrizes €

2w 42y 150°

> > 75°.

r+y

14. Como os angulo ZBOC, ZDOE e ZAOF sao opostos
pelo vértice aos angulos ZEOF, ZAOB, ZCOD, respecti-
vamente, temos 360° = 6z e consequentemente x = 60°.

15. As duas retas determinam quatro semirretas: OA,
OB, OC e OD. Todos os angulos sao determinados pelas
combinacoes de duas delas. Como existem 6 maneiras de
escolhermos duas delas - (OA,OB), (OA,0C), (OA,0D),
(OB,0C), (OB,0D) e (OC,0D) - ficam determinados 6

angulos.

a) ZCOB = 80°, £ZDOB = z +vy, LCAO = y+ z e
/DAO =z + 2.

b) LCOB =z +40°, ZDOB = 3z + 20° ¢ LZAOC = z.

16. a) Como LCOB = 80°, temos x +y = £LDOB =
180° — 80° = 100°. Além disso, como angulos opostos
pelo vértice possuem mesma medida, temos x + z = 80°
ey+z=/DOB = 100°. Resolvendo o sistema pro-
duzido por essas trés equacgoes, encontramos r = 40°,
y =60° e z = 40°.

b) Temos (3x+20°)+(x+40°) = LDOB+/BOC = 180°.
Assim, x = 30°. Além disso, z = LAOC = LDOB =
3x + 20° = 110°.

17. a) 37°30.

b) 52°10'.

c) 75°22'17".

d) 59°02'20".

18. Temos x = 110° pois dngulos opostos pelo vértice

possuem igual medida. Como os angulos de medidas 110°
e y sao colaterais internos, temos y = 180° — 110° = 70°.

19. Temos x = 95° pois os dngulos com tais medidas sdo
alternos externos. Além disso, y = 180° — 95° = 85°.

20. Como angulos correspondentes sdo iguais, temos y =
180° — 120° = 60° e z = 180° — 80° = 100°. Analisando
agora os trés angulos marcados no vértice O que formam
um angulo raso, temos x+y+80° = 180°, ou seja, x = 40°.

21. Trace pelo ponto F uma reta paralela ao segmento
AB. Os pares de dngulos marcados com os mesmos
simbolos sao iguais pois sao correspondentes. Portanto,
80° = x + 40° e consequentemente x = 40°.
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22. Segue do paralelismo que /BED = /FEBA = z. So-
mando agora os angulos marcados no vértice E que for-
mam um dngulo raso, temos: 2x+105°+x = 180°. Assim,
x = 25°.

23. Do paralelismo seque que /JFH = /ZCHG = x e
/KFE = /FEA = y. Portanto, 180° = z +y + z =
150° 4+ z. Dai, z = 30°.

24. Pelo ponto E, trace uma paralela a AB. O angulo
T serd entdo formado por dois angulos que sao alternos
internos aos angulos que medem 45° e 70°. Portanto, x =
115°.

25. Repitamos o procedimento do exercicio anterior
tracando retas paralelas a AB pelos pontos E e F' como
indica a figura abaizo.

Teremos inicialmente 70° = x + 50°, ou seja, x = 20°.
Além disso, Z/ZEFB = x + 50° = 100°.

26. ) 34°23'.
b) 21°40/09".
c) 23°19'14".
d) 93°02/

2 Exercicios de Fixacao

27. O dangulo entre as bissetrizes corresponde a soma da

180°
=

medade de cada um dos angulos originais, ou seja,
90°.

28. Sejam LBAD = 2x e ZBAC = 2y os dngulos adja-
centes. O angulo entre as bissetrizes é

_ /BAC - /BAD  100°

= 50°.
2 2

y—x

29. Sejam x = LCAD = /DAB ey = LEAB. Entdo
2z +y = 120° e 2z — y = 80°. Portanto,

/DAFE = x —y = 50° — 20° = 30°.
30. Temos x —y = 20°. Além disso, (90° — z) 4+ (180° —
2z) = 2(90° — y), ou seja, 3x — 2y = 90°. Resolvendo
o sistema produzido pelas duas ultimas equacdes, obtemos

x =50° ey = 30°.

31. Devemos encontrar x tal que:

r? —50° = 5(90° — )
2+ 5z = 500
x(z +5°) 20 - 25°.

Uma solugao seria x = 20°.

32. Suponhamos que y = 4x. Assim,

(180° — z) + (180° — 4x)

(90° — ) + (90° — 4z) =

10
1800° — 50z = 360° — 5z
1440° = 45z
32° = .

33. B)

34. Como 180° = (3z — 40°) 4+ (2z + 60°) = 5z + 20°,
seque que x = 32° e o mator dos angulos vale 124°.

35. Resposta B.
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3 Exercicios de Aprofundamento e
de Exames

36. Pelo Teorema dos Bicos(veja o ultimo exercicio) apli-
cado a linha poligonal que passa por E, temos x = a+ 6.
Aplicando-o novamente, agora a linha poligonal que passa
por J, temos 180° — 3z = 2a+260. Assim, 180° — 3z = 2z,
ou seja, x = 36°.

37. Prolongue a reta JE. Do paralelismo obtemos um
outro angulo B como indica a figura abaizo.

Pelo Teorema do angulo externo, temos que 23 = 100°, ou

seja, = 50°.

38. Prolongue HG e HF até encontrarem CD e AB. Pelo
Teorema dos Bicos aplicado da poligonal que passa pelos
vértices F' e G, podemos concluir que tais prolongamentos
formam angulos de 90° —2x com esses segmentos. Aplicado
agora o Teorema dos Bicos a linha poligonal que passa por
H, podemos concluir que x = (90° — 2x) + (90° — 2z).
Assim, x = 36°.

C E L

39. Apliquemos o Teorema dos Bicos a linha poligonal
que passa pelo vértice C'. Os angulos incidentes em ' e F
valem x + « e 90° — 2x. Portanto,

80° +a = (x4 ) + (90° — 2x).
Consequentemente x = 10°.

40. (Extraido da Prova da OBM 2006) Como os dois
bastoes verticais sao paralelos, podemos aplicar o Teorema

dos Bicos(veja tltimo exercicio) no caminho poligonal for-
mado pelos lados dos quadrados que contém os angulos
marcados obtendo:

30° 4 126° + 75° + x = 90° + 90° + 90°.
Assim, x = 39°.

41. Por cada um dos vértices dos “bicos”, trace uma pa-
ralela ao segmento AB. Vdrios pares de angulos alternos
internos serdo formados como indica a figura abaizo:

Cada um dos angulos marcados possui exatamente wm re-
presentante entre os angulos brancos e pretos. Assim, cada
uma dessas somas de angulos vale x1 + xo + ... + xg.
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