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Fungdes Afim
Resolucédo de Exercicios

1 Exercicios Introdutérios

Exercicio 1. Se x > 0, prove que 1+ x > 24/x.

Exercicio 2. Mostre que x* + y? > 2xy quaisquer que sejam
Os reais x e y.

Exercicio 3. Para todo dngulo agudo &, mostre que tga +
cotga > 2.

Exercicio 4. Prove que se a+0b = 1, em que a e b sdo
numeros positivos, entdao

1\? 1\? _ 25
- - >=.
(a+a> +<b+b> Z5

Exercicio 5. Prove que dados trés ntiimeros positivos a, b e
¢, vale que
(a+b)(b+c)(c+a) > 8abc

Exercicio 6. Considere 6 nameros
a1, az,a3,by, by, bs. Prove a seguinte desigualdade:

positivos

f/(bh + b1) (a2 + b2) (a3 + b3) > §/agazaz + 3/ bibabs.

Exercicio 7. Dados n ntmeros positivos ay,4az,43,...,a5.
Prove que
a1 az an
—+=+...+—2>n
a as a1
Exercicio 8. Prove que para quaisquer dois niimeros positi-
vos a e b temos
a+bn

n+1’

com igualdade ocorrendo se, e somente se, a = b.

n+1 ﬂbn S

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 9. Para quais valores reais de x a fragdo abaixo
atinge o seu valor minimo?

a+ bx*
2

. (a e b positivos).

Exercicio 10. Prove que a soma dos comprimentos dos ca-
tetos de um triangulo retangulo nunca excede v/2 vezes a
hipotenusa do tridngulo.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 11. Sejam 4, b, ¢ reais ndo-negativos, prove que:

a + 1% + 3+ 15abc < 2(a+b+c)(a® + b* + %)

Exercicio 12. Prove que (a +b)(a+c) > 2+/abc(a+b +c)

para quaisquer ntimeros reais a, b e c.

Exercicio 13. Sejam 4, b e c niimeros reais positivos. Prove
que

1,111 1
20 20 2c " a+b b+c cta
Exercicio 14. Prove que
1 1 1 0
I+-+-+..+=>n(¥n+1-1).
2 3 n
2
Exercicio 15. Mostre que Eah > 2.
x24+1

Exercicio 16. Sea; > 0,parai=1,2,...,neajay...a, =1,
mostre que

(1+a)1+ap)...(14+a,) > 2"

Exercicio 17. Paraa,b,c,d > 0, mostre que

V(@a+c)(b+d) > Vab+ Ved.

Exercicio 18. Mostre que para quaisquer nimeros reais
a,b,c temos

a? 4+ b% +c® > ab+ac+ be.

Exercicio 19. Se 4, b, c sdo reais positivos, mostre que

a b c §
b+c a+c a+b 2

Exercicio 20. Se a,b,c € R e a2 + b% + ¢ = 1, mostre que
1
—5 <ab+bc+ca<l.

Exercicio 21.
mostre que

Se ay,ay,...,a, sd0 nimeros reais positivos,

1 1 1 2
(a1 +a+...4+ay) | —+—+...— | >n
a1, ap ay
Exercicio 22. Se a,b,c,d sdo ntimeros reais positivos, mos-

tre que

114 16 e
a b ¢ d " a+b+c+d

Exercicio 23. Seja P(x) um polindmio com coeficientes in-
teiros positivos. Prove que

P <1> > 5

para todo x > 0.
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Respostas e Solugdes.

1. Como todo quadrado de um ntmero real é ndo negativo,
segue que

(Vx—=1? > 0
x+1 > 2Vx

2. Como (x —y)? > 0, segue que x> + y> > 2uxy.

3. Comoa € (0,71/2), segue que sina,cosa > 0. Dai, pela
desigualdade MA-MG, segue que

sinx  cosa
tga +cotga > 24/ =2
cosa sina

4. Pela Desigualdade MA-MG, temos

1 = a+b
> 2vab
1
— = 4.
e
a4+ > 2ab
2@*+1*) > (a+0b)?

A expansdo dos membros do lado esquerdo e a Desigualdade

MA-MG produz
1\? 1\*
(a + > + <b + ) =
a b

1 1
2 2 _
<€l +2+112>+<b +2+b2) =

11
<aZ+b2)+(”2+b2)+4 >

2 (a+Db)?
— 4 >
ab+ 5 + z
1 25
8+ -4+4 = —.
+2+ 2

5. Pela Desigualdade MA-MG, temos

a+b > 2vab
b+c > 2Vbe
a+c > 2yac

Multiplicando as desigualdades anteriores, temos
(a4+Db)(b+c)(c+a) > 8abc

6. Elevando ambos os membros da desigualdade ao cubo,
precisamos mostrar que

(a1 +b1)(ax+b2)(az +b3) > ajazaz + bibybs +

3 Y (a1a2a3)2b1b2b3 +

+ 3\3/ a1a2a3(b1b2b3)2.

+

O desenvolvimento de (a; + b1)(az + by) (a3 + b3), nos pro-
duz a soma

ayazaz + bbby =
aya;bsy + a1byas + byaras  +
a1bybs + byasbs + bibaas.

para concluir o problema, basta aplicar a Desigualdade MA-
MG nos termos:

ayasbs + a1bpaz + byaraz > 3 3 (111(12113)21?1192173

a1bybs + byaxbs + bibras > 3\3/ {llazﬂg(blbzbg,)z.

7. Pela Desigualdade MA-MG, temos

—4+=+..+= >
as as a

nfT B2 I _
a 4as a
n.

8. Pela Desigualdade MA-MG, temos

a+b+b+b+...+b
n+1

a+bn
n+1

n

> abn.

9. Pela Desigualdade MA-MG, temos

a+bx* > 2x*Vab
4
A

Portanto, o valor minimo da expressdo dada é 2v/ab e ocorre
quando a = bx*, ou seja, x = ++v/a/b.

10. Sejam a e b os catetos de um tridngulo retangulo e c a
sua hipotenusa. Pela Desigualdade MA-MG e o Teorema de
Pitagoras, temos

(a+b)® = a®+2ab+ b
< 2(a® +1?)
= 202
Dai,
a+b< v

11. Expandindo os termos do lado esquerdo e cancelando
0s termos comuns, é suficiente mostrar que

a® 4+ b3 + 3 + 2ab? + 2ba® + 2ac® + 2a%c + 2b%c + 2b* >
15abc.

Para verificar isso, basta rescrever a soma do lado esquerdo
em mais parcelas e aplicar a Desigualdade MA-MG:

a® + 0%+ 3+ (ab® + ab®) + (a*b + a®b) +
(a%c + a*c) + (ac* + ac?) + (b*c + b?c) + (bc® + bc?)
15 V/a15p15c15  —

15abc.

v
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12. Como

(a+b)(a+c) = a®+ac+ab+bc
= bc+ala+b+c),

pela Desigualdade MA-MG, temos

bc+a(a+b+c) > abc(a+b+c).

13. Como (a + b)? > 4ab, segue que

1+1> 4
b~ a+b

Usando as expressdes andlogas para os pares (a,c) e
temos

(b,c),

111
20 2b  2¢c

1 1 1 1 1 1
(%+a)+(M+«J+(%+%)
1 1 1
a+b+b+c c+a

14. Pela desigualdade MA-MG, temos

v

i+1
i

141 1
n

M:

1
n Z+

-1 !

—_

Y

n

= n+1
15. Pela Desigualdade MA-MG, temos
x?+1 1
V41l VaZ+1

1
= 241+ —
x2+1

X242
x24+1

2.

16. Pela Desigualdade MA-MG, temos

e s
2
Multiplicando essas Desigualdades parai =1,2,...,n, temos
1+a)1+a)...(14+a,) >
@) 2ya)... 2Va) = 2

17. Elevando ambos os membros da desigualdade ao qua-
drado, temos

(a+c)(b+d) > ab+2Vabcd+cd &
ad+cb > 2vabcd

Pela Desigualdade MA-MG, segue que
ad + cb > 24/ (ad)(cb)

e isso conclui a demonstragéo.

18. Pela Desigualdade MA-MG, temos

a2 +b> > 2ab
a% + 2 > 2ac
2+ > 2be

Somando as desigualdades anteriores, temos

2(a* + b+ c2)
@+ b+ 2

2(ab+ ac + bc)

>
> ab+ac+be

19. Se A=a(b+c)+bla+c)+cla+b)=2(ab+ ac+ be),
pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

a b c
A- > b+c)?
(b+c + a+c+a+b) z (a+bo)
= P+ +F+A
Pelo exercicio anterior, segue que a? + b* + c* > A/2. Por-
tanto,

a b c 3A 3
+ > =
b+c a+c a+b 24 2
20. Como (a—b)?+ (a—c)?+ (b—c)? > 0, segue que
2(a* +b* +c*) > 2(ab+ ac+ be)
1 > ab+ac+ bc.
Além disso, como (a + b)? + (a +c)?> + (b +c)? > 0, segue
que
2(a* +b* +c?) > —2(ab+ac+ be)
1/2 > —(ab+ ac+ be).
21.  Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, com u =
(ar,a ap) v—(ll lTemos
1,42, ,Un € - a11a2/"'/an'
1 1
(ul—l—az—i—...—f—an)( .. ) >
(1+1+ +1f =
n2.
22. Como (a — b)? > 0, segue que (a + b)? > 4ab e dai
11, 4
b~ a+b

Portanto, o uso reiterado dessa desigualdade nos permite
concluir que

1,1,4 16
b ¢ d —

4 4 16
= >
a+b+c+d -
16 16 .
a+b+c d —

64
a+b+c+d
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23.  Seja P(x) = ag+ a;x + apx* +...a,x". Para x = 1,
precisamos mostrar que

1

apg+ay+ax+...+ay > .
0T AT "Tag+afay+... +ay,

Isso é equivalente a mostrar que
(ag+ay +ax+...+a,)* > 1.

Como os coeficientes do polinémio sdo positivos, é verdade
que
ap+ay+ax+...+a, >1

e isso demonstra a desigualdade anterior. Para o caso
geral, pela Desigualdade De Cauchy-Schwarz, com u =
(ag,a1/x,...,a,/x") e v = (ag,a1x,...,a,x™), temos

p (i) P(x) =

nog n )
Yoo (ax) >
i—0 % i=0
(ag+a1+...+a,)* >
12 = 1.
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