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1 Resolvendo recorréncias

Damos continuidade ao estudo de recorréncias, agora com
interesse especial em classificar e resolver as recorréncias
que foram obtidas na primeira parte dessa aula.

Lembre-se de que resolver uma recorréncia significa usar
a relacao de recorréncia e os primeiros termos de uma
sequéncia que satisfaz essa relagdo para obter a lei de for-
macao da sequéncia. Dada a generalidade desse problema,
nao existe um método tinico que possa resolver toda recor-
réncia, mas sim métodos especificos para recorréncias de
certos tipos. Por isso, precisamos reconhecer o formato da
recorréncia para, depois, tentar resolvé-la.

As recorréncias mais simples sdo aquelas em que cada
termo da sequéncia depende apenas do termo imediata-
mente anterior a ele. No entanto, mesmo nesse caso, se a
relacdo entre os termos for algo um pouco mais complicado
(por exemplo, Ty,+1 = (T,,)*> + /T,,), pode ser dificil en-
contrar uma férmula fechada para a lei de formacao. Nas
se¢bes seguintes, vamos aprender a resolver apenas o caso
mais simples das recorréncias de primeira ordem, as linea-
res com coeficientes constantes. Ainda assim, veremos que
esse caso generaliza e combina resultados estudados do En-
sino Médio sobre progressoes aritméticas e geométricas.

1.1 Recorréncias lineares de 12 ordem com
coeficientes constantes

Considere a sequéncia (7,,),>1 que satisfaz uma recorrén-
cia de primeira ordem. A recorréncia é classificado como
linear com coeficientes constantes quando ¢é da forma:

Thi1 = aTy, + b, para todo n, (1)

onde a e b sdo nuimeros reais fixos. O nome “linear” vem
da relagdo com a fungdo linear F(z) = ax + b, em que
Tni1 = F(T},), e a expressdo “coeficientes constantes” se
refere ao fato de que os valores de a e b nao dependem do
valor de n, ou seja, a e b sdo constantes.

No caso particular em que a = 1, temos uma Progressao
Aritmética de razdo b: 1,41 = T, + b. ~Vejamos como
resové-la através de um exemplo em que b = 6.

Exemplo 1. Resolva-a recorréncia Ty 11 =T, +6 e Ty = 4.

Solugao. Escrevamos a relagao de recorréncia para diver-
sos valores de n, comegcando com n = 1.

Ty =T, +6
Ty =T, +6
T,=T,1+6

Agora, somemos todas essas igualdades membro a membro,
obtendo:

To+Ts5+... 4T, =T1+To+... 4T 1+(6+6+...+6).
N——————

n—1

B importante atentar para a quantidade de vezes em que
o numero 6 aparece. Neste exemplo, veja pelo lado direito
das igualdades que o indice de T varia de 1 até n — 1,
logo, ha n — 1 equacgdes, cada uma com uma parcela 6.
Além disso, os termos T3, ..., T,,_1 aparecem em ambos
os lados da ultima igualdade, cada um exatamente uma
vez; portanto, eles se cancelam, restando apenas a relagao:

Como 17 = 4, temos a lei de formagéo:
T,=4+6(n—1). O

Problema 2 (Termo geral de uma PA). Mostre que se
Tni1 =T, +71 para todo n > 1, entio T,, =Ty + (n— 1)r.

Continuando, resolvamos um exemplo derecorréncia ob-
tida na aula passada.

Exemplo 3. Seja S, a soma, em graus, dos angulos in-
ternos de um poligono convexo com n lados. Sabendo que
Sn+1.= S, +180 para todon > 3 e que S3 = 180, encontre
uma férmula fechada para S,,.

Solugcao. Um cuidado que devemos ter aqui é que a
sequéncia S, 86 comega com n = 3 (ao contrario das an-
teriores que comecam com n = 1). Apesar disso, 0 mesmo
método pode ser usado. Basta escrever as primeiras re-
lagoes de recorréncia e contar quantas vezes estamos so-
mando 180:

Sy = S35+ 180

Ss = 54 + 180

Sy = Sp_1+180

Os indices de S, no lado esquerdo, variam de 4 até n.
Isso nos mostra que temos n — 3 equagbdes. Podemos per-
ceber isso pois estamos removendo do conjunto de indices
{1,2,3,4,...,n}, que possui n elementos, os seus 3 pri-
meiros elementos, 1, 2, 3, ficando com os n — 3 indices
restantes. Se somarmos todas as igualdades acima, os ter-
mos Sy, ..., Sp—1, que aparecem em ambos os lados, serdao
cancelados, restando apenas:

Sy = S3 + 180 + 180 + ... + 180 = S5 + 180(n — 3).
n—3

Por fim, como S3 = 180, segue que
Sp =180 + 180(n — 3) = 180(n — 2),
para todo n > 3. O

Outro caso notavel na equacao é aquele em que b = 0.
Neste caso, temos uma Progressdo Geométrica (PG) de
razao ‘a’s Tn4+1 = aT,. Vejamos como soluciona-la no
exemplo a seguir, em que a =3 e b= 0.
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Exemplo 4. Resolva a recorréncia Ty, 41 = 3T,, sabendo
que Th = 2.

Solugao. Vamos utilizar a mesma ideia do Exemplo
mas, ao invés de somar as equagoes, iremos multiplica-las.

Ty = 3717,
T3 = 315,
T, =3T,_1.

Multiplicando todas essas equacdes obtemos:

Ty -T3-...-T,=(3-3-...:3)T1 - Tp-...- T4
—_———
n—1
Cancelando os termos repetidos (observe que eles sdo nao
nulos!), obtemos T;, = 3" !7;. Como Ty = 2, a lei de
formacao da sequéncia é

T, =2-3""1 O

Problema 5 (Termo geral de uma PG). Mostre que, se
Tht1 = qT, para todon > 1, entdo T, =11 - g L.

Neste aula, no que diz respeito a PA’s e PG’s, vamos nos
limitar a demonstrar como obter seus termos gerais. Para
outras propriedades dessas sequéncias, como por exemplo
as férmulas para as somas de seus primeiros n termos, con-
sulte os médulos “Progressoes Aritméticas” e “Progressoes
Geométricas”, do Primeiro Ano do Ensino Médio. Em
alguns dos exemplos seguintes, vamos precisar usar essas
férmulas, por isso as listamos abaixo.

P

Exemplo 6 (Soma dos termos de uma PA). Se (T),)n>1 €
uma PA, entdo a soma de seus n primeiros termos ¢ dada

por:
n(Ty + T,
T1+T2+...+Tn:(1—2~).
Exemplo 7 (Soma dos termos de uma PG). Se (T},)n>1 €
uma PG de razdo q # 1, entdo a soma de seus n primeiros

termos ¢ dada por

Ti+To+...+T, =Ty +qT1 +...+¢" Ty
_Ti(¢"-1)
g—1
Vejamos, agora, uma sequéncia que mescla as anteriores.

Alguns autores gostam de chamar esse tipo de sequéncia
de Progressao Aritmética-Geométrica mista (PAG).

Exemplo 8. Encontre a lei de formagio da sequéncia
(Th)n>1 que satisfaz Ty =6 e Tppq = 31, + 8.

Solugao. Comece escrevendo as primeiras relagoes obti-
das a partir da lei de recorréncia (isto é, para n = 1, 2,
3, etc), assim como nas solugdes do exemplos anteriores

(dessa vez, vamos exibir mais dessas relagdes, para ficar
mais facil de visualizar um padréo).

Ty =311 + 8,
T35 =315 +38,

Tn—2 = 3Tn—3 + 87
Tnfl = 3Tn72 + 87
T, =3T,_1+8.

Como antes, nosso objetivo’é manipular esse sistema,
de modo que reste apenas 7, (e uma fungdo de n e Ty),
ap0Os eliminarmos os termos 15, ..., T,,~1. Porém, dessa
vez, se apenas somarmos as equacgoes, quase nenhum dos
termos serd eliminado, pois os coeficientes dos termos do
lado direito sao iguais a 3 e do lado esquerdo sao iguais a
1. (O truque de multiplicar todas as equagoes também nao
funciona de forma direta). Vamos analisar as equagoes de
baixo para cima.

Para conseguir eliminar a variavel T;,_1, vamos multipli-
car'a peniltima equagdo por 3, obtendo:

37,21 =3*T,_o+8-3. (2)

Assim, se somarmos essa equagdo com a ultima do sis-
tema original, eliminamos a variavel T, _;. Porém, para
conseguir eliminar 7),,_o, precisamos multiplicar a (ante-
pentltima) equagdo Tj,_o = 3T,_3 + 8 por 32 (que é o
coeficiente de T}, _o em ); seguindo essa ideia, para cada
i de 1 a n — 2 vamos multiplicar T,,_; = 3T,,_;_1 + 8 por
3¢, obtendo-se o sistema:

32T, = 31T, 4 8- 302,
3n_3T3 = 3"_2T2 +8- 3n—37

32Tn72 = 33Tn73 +38- 32a
3T—1 = 32Tn_2 +8-3,
T, =3T,_1+8.

Agora sim, somando todas as equagdes do sistema acima,
cada termo da forma 3" 77T} do lado esquerdo (para j va-
riando de 2 a n — 1) serd cancelado com seu par do lado
direito, restando apenas:

T,=3""1T1 +(8+8-3+8-3%24...4+8.3"34+8.3"72),

As parcelas entre os parénteses do lado direito formam a
soma dos n — 1 primeiros termos de uma PG cujo primeiro
termo é 8 e cuja razdo é 3. Utilizando o resultado do
Exemplo [7] obtemos:

8(3"! — 1)

T, =3"1T
1+ 3.1
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Para finalizar, usamos que 77 = 6 e simplificamos a lei de
formacao para:

T,=6-3""14+4(3" 1 -1)=10-3""" — 4.
O

Solugao alternativa. Divida ambos os lados da equacao
de recorréncia T}, ;1 = 3T, + 8 por 3"*!, obtendo:

Toer Tn . 8
3n+1 - 3n 3n+1'

Agora, defina outra sequéncia S,,, em que S, = g—g para
todo n (isso é o que se chama fazer uma substituicio de
varidvel). Veja que S, satisfaz S; = T1/3 = 6/3 = 2 e
Snt1 = Sp + 3,1%. Podemos encontrar a lei de formacao
para S, escrevendo as n primeiras equagoes de recorréncia
e somando-as (como no caso de uma PA):

Sy =51+ 8/32,
S3 =55 + 8/33,

Sn = On—-1 +8/3n

Ao somar todas essas equagbes, os termos Ss, ...
serdo cancelados, restando apenas:
8 8

8
Sy =81+ —+—+...+—.
1tgr bt tan

Nesse ponto, lembre-se de que S,, = g—;} e S1 = 2. Entao,
substituindo esses valores na expressao acima e multipli-

cando ambos os lados por 3", obtemos:
T,=2-3"4+8-3""248.-3"3 4+ . +8,

que é a mesma expressao obtida ao longo da solucao ante-
rior, podendo ser simplificada da mesma forma. O

Observacao 9. Ainda em relagio ao_exemplo anterior, ndo
€ obrigatorio verificarmos que a resposta final estd correta,
ja que demonstramos que a unica sequéncia que satisfaz as
condicoes do enunciado é Ty = 3"~ % — 4. Contudo, fazer
essa verificacdo € uma boa prdtica e nos ajuda a ter mais
sequranga de ndo termos cometido pequenos erros com os
cdlculos. Para isso, podemos calcular os valores de Ts,
T3, etc, de duas formas. Primeiro, usando a recorréncia:
Thi1=3T,+8. ComoT; =6, temos que Ty =3-T1+8 =
184 8 = 26; em sequida, T3 = 3-T5 +8 = 3-26+ 8 =
78 +8 = 86." A outra forma é aplicando a lei de formagio
que obtivemos: T,, = 10-3""1 —4. Paran = 1, temos que
T, =10-3%° —4 =10 — 4 = 6; para n = 2, temos Ty =
10-3—4=20=4 = 26; por fim, para n =3, temos T3 =
10-3%2 —4 =90 — 4 = 86. Calculando de ambas as formas,
obtivemos os mesmos valores, como esperado. Isso sozinho
ndo garante que a solugio do exemplo esteja correta, mas
nos dd um indicio positivo de que ela esteja. Por outro
lado, se houvesse divergéncia nos wvalores obtidos, entdo
teriamos certeza de que cometemos algum erro.

Problema 10 (Termo geral de uma PAG). Mostre que, se
Thi1=aT, +b para todon > 1, com a # 1, entdo

_ b(a" ! —1
T,=T1-a" 1+(7).

a—1

A recorréncia que obtivemos para a Torre de Handi na
Parte 1 dessa aula possui o formato acima: é uma recorrén-
cia linear de primeira ordem com coeficientes constantes,

talquea=2eb=1.

Exemplo 11. Seja X,, o nimero minimo de movimentos
para resolver o problema da Torre de Handi com n discos.
Na primeira parte dessa aula, vimos que X1 =1 e que
Xn+1 = 2X,, + 1 para todon > 1. Substituindo a = 2 e
b =1 na formula enunciada no Problema[10, encontramos
a formula fechada para X, :

12! — 1)
X,=1.0n14 = -/
+ 2—1
:27171_'_27’7,71_1
= 2™\

Observacao 12. Para aplicar as formulas anteriores, é
preciso que o coeficiente de T, 11 na equacdo de recorréncia
seja igual a 1. Se tivermos, por exemplo, uma recorréncia
da forma ¢Thy1 = oIy, +b (com ¢ # 0, claro), precisamos
primeiro simplificd-la para Ty v1 = (a/c)T, + (b/c); sé en-
tao podemos utilizar a férmula dada no Problema [I0] ou,
entdo, aplicar um dos métodos discutidos no Exemplo[§

Problema 13. Encontre a lei de formagdo da sequéncia
(Tn)n>1, sabendo que Ty =1 e que 2T),41 = 3T, + 8.

1.2 Recorréncias lineares de 1* ordem ge-
rais

Quando trocamos as constantes a e b na expressdo 1,11 =
aT, + b, por fungdes (ndo constantes) de n, digamos
Th+1 = f(n)T, + g(n), continuamos chamando a tltima
relagdo acima de “recorréncia linear de primeira ordem”
(mas veja que ela deixa de ter os coeficients constantes).
E interessante observar que as fungoes f(n) e g(n) ndo pre-
cisam ser lineares para que a recorréncia seja considerada

linear. Por exemplo, a recorréncia

Tyt = n’T, +2"

é considerada linear, apesar do fato de que f(n) = n?

é uma fungdo quadrdtica e g(n) = 2™ é uma funcio
exponencial. Por outro lado, uma recorréncia do tipo
Tni1 = T? + 1, apesar de ainda ser de primeira ordem,
j4 nao é linear, pois o préprio T, estd elevado ao qua-
drado, nao sendo possivel escrever essa expressao no for-
mato Tp41 = f(n)T, + g(n).

H& dois casos simples em que podemos resolver recor-
réncias lineares de primeira ordem: (i) quando f(n) =1
para todo n natural e (ii) quando g(n) = 0 para todo n
natural. Vejamos o que fazer em cada caso.
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Exemplo 14. Mostre como resolver uma recorréncia da
forma Tyo1 =T, + g(n).

Solugao. Como é de esperar, podemos resolvé-la simples-
mente somando as n— 1 primeiras relagoes de recorréncias:

T2 — Tl + 9(1)7
Ty =T>+g(2),

T,=T,-1+g(n—1).

Assim fazendo, e cancelando os termos que aparecerao em
ambos os lados, obtemos:

T, =T +9(1)+g(2)+... +g(n—1). O

Formalmente, a tltima relagdo acima ja resolve a recor-
réncia, pois nela T;, depende apenas de T; e de uma funcao
que depende apenas de n, nao sendo necessario calcular os
demais termos da sequéncia. Moralmente, ainda seria in-
teressante simplificar a soma g(1) + ¢(2) + ...+ g(n — 1),
o que pode ser muito simples ou bastante complicado, a
depender de qual seja a fungao g(n).

Exemplo 15. Resolva a recorréncia em que Ty = 0 e
Thr1 =T, +2" +n.

Solugao. Seguindo a solucdo do Exemplo (tomando
g(n) = 2™ +n e usando que Ty = 0), temos que:

T,=9g1)+9(2)+...+g(n—1)
="'+ D)+ (22 +2)+...+ 2"+ (n—1)).

Reordenando as parcelas, temos:
T,=02+22+...+2" H+ (1 +24...F(n—1)).

A primeira soma é a soma dos termos de uma PG e a
segunda é a soma dos termos de uma PA. Aplicando as
respectivas formulas, obtemos

n(n—l).

T, = (2" —1

O

Por outro lado, se a recorréncia do tltimo exemplo acima
fosse da forma T,,11 = T,, + v/n (ou seja, se g(n) = /n),

obteriamos
T, =Ti+V1+V24+V3+...+vVn—1,

mas nao ha como simplificar substancialmente essa expres-
Sa0 sem usar aproximacoes.

Dois exemplos discutidos na primeira parte dessa aula
também geraram recorréncias do tipo (i). Vejamos como
resolver um deles.

Exemplo 16. Vimos, na primeira parte da aula, que o ni-
mero de diagonais de um poligono convexo com n lados
satisfaz a relagdo de recorréncia: Dy = Dy +n—1 para
todon > 3, com D3 = 0. Temos que

n(nf?)).
2

Solugao. Argumentando como no caso -geral anterior
(com D, no lugar de T,,, com g(n) =n —1 e comecando a
partir de n = 3), obtemos (verifique!)

D,=D3+g(3)+g4d)+...+g(n—-1)
=0+2+3+...4n-=2
:n(nfS)' 0
2

Deixaremos o outro exemplo da aula passada como exe-
cicio.

D, =

Problema 17. Secja R,, @ solugio do problema da Pizza
de Steiner(veja a primeira parte da aula). Vimos que
Ry=1eR,+1 =R, +n+1 para todo n > 1. Mostre que
R, = (n® +n +2)/2 para todo n > 1.

Considere; agora, o caso alternativo, (ii), em que g(n) =
0 para todo n e f(n) é uma fungio qualquer.

Exemplo 18. Mostre como resolver uma recorréncia da
forma Tpy1 = f(n)T,, admitindo que Ty e f(n) # 0, para
todo n >'1.

Solugao. Usamos a mesma técnica aplicada para encon-
trar o termo geral de uma progressao geométrica: escrever
as primeiras equacdes de recorréncia, multiplica-las e can-
celar fatores comuns a ambos os membros.

Procedendo dessa forma, obtemos inicialmente as rela-
coes:

Ty = f(1)T1,
T3 = f(2)Ts,

Tn = f(’l’), — I)Tn—1~

A partir delas, é imediato que T, # 0 para todo n > 1.
Entao, multiplicando as relagoes acima membro a membro,
ficamos com

T2 ...TnflTn = T1T2...Tn,1 . f(l) . f(Q) et f(TL— ].)

Por fim, cancelando o fator comum (néo nulo) 75 ... 7T, _1,
chegamos a:

To=Ti-f(1)- f(2)-

Uma observagao andloga a que fizemos apds o Exem-
plo [[4] se aplica aqui: enquanto que, formalmente, a res-
posta acima ja resolve a recorréncia, é desejavel simplificar
o produto f(1)- f(2)-...- f(n — 1), o que pode ser algo
simples ou néo, a depender de qual é a fungdo f(n).

oo f(n—=1). O
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Problema 19. Seja (T),)n>0 uma sequéncia tal que Ty =1
e T, = 2nT,,_1 para todo n > 1. Mostre que T,, = n!2"
para todon > 0. (Atente para o fato de que, neste exemplo,
estamos partindo de Ty e nao de T ).

Por fim, o caso misto, em que g(n) # 0 e f(n) # 1,
pode ser resolvido com ideias semelhantes as que utilizamos
para resolver a PAG do Exemplo[8] Ambas as solugbes de
tal exemplo podem ser adaptadas para o caso geral, mas
produzem férmulas um tanto longas. Vejamos como fica,
seguindo as ideias da “Solugdo Alternativa” do Exemplo[§]

Exemplo 20. Sabendo que f(n) # 0 para todo n > 1,
indique como resolver uma recorréncia do tipo Tn41 =
f(n)T,, + g(n) através de uma substituicdo de varidveis.

Solucdo. Considere primeiro uma outra sequéncia (mais
simples) em que S; =1 e S,,+1 = f(n)S, para todon > 0.
Pelo que aprendemos na solugdo do caso g(n) = 0, segue
que a lei de formagao de S, é S, = f(1)-f(2)-...-f(n—1).
Agora, divida a equagdo do enunciado (1,41 = f(n)T), +
g(n)) por S,41, para obter:

Thi1 o f(n>Tn + g(n)

Sn+1 Snt1 Sh1
_ T g(n)
Sn Sn-i—l )

Com isso, se definirmos um terceira sequéncia (R, )n>1,
fazendo R,, = % para todo n. Essa nova sequéncia satisfaz
R1 = T1 € "

g9(n)

Rn+1 =R, + Sn+1

Considerando a fungdo h(n) = g(—i)l,

R,, + h(n), logo, podemos obter a lei de formagao para R,
usando o método do Exemplo

temos que R, 41 =

R, =Ry +h(1)+h@)+.. h(n=—1)

_ g , 92) gln=1)
=T+ PR

Por fim, tendo obtido as leis de formacdo de S, e de R,
basta usar que T, = R, S, para obter a lei de formacao
de T),. O

Problema 21. Resolva a recorréncia Ty, 11 = 3T,,+2", para
todon > 0, onde Ty = 2.

Dicas para o Professor

Sugerimos que o conteido dessa aula seja abordado em
dois encontros de 50 minutos. Mais interessante do que
ensinar aos alunos a memorizarem as férmulas aqui encon-
tradas é ensinar aos mesmos os métodos empregados para
obté-las. Aprender as férmulas pode ser util para resolver

problemas rapidamente, mas acaba por afastar os alunos
de ideias importantes, que podem ser usadas também na
resolucao de problemas mais complicados. A referéncia a
seguir também contém material sobre recorréncias, assim
como o site https://poti.impa.br.
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