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1 Recorréncias de 22 ordem linea-
res com coeficientes constantes

O foco, agora, ¢é estudo de recorréncias de segunda or-
dem, aquelas onde cada termo (a partir do terceiro) é
dado em funcéo dos dois termos que imediatamente o an-
tecedem.

Assim como na segunda parte, mostraremos como re-
solver apenas as recorréncias lineares, mas, dessa vez, nos
restringiremos apenas ao caso em que os coeficientes sao
constantes. Ou seja, vamos estudar sequéncias (T}, )n>0
descritas por uma recorréncia da forma

Thto =alyny1 + 0T, +c para todo n > 0, (1)

onde a, b e ¢ sdo constantes (isto é, ndo dependem de n).

Na busca de um método para resolver esse tipo de re-
corréncia, vamos considerar primeiro o caso em o termo
independente, ¢, é igual a zero. Esse tipo de recorréncia
linear é chamada de homogénea. Assim,

Thio = aTyi1 + T, para todon >0, (2)

é uma recorréncia linear, homogénea, de sequnda ordem e
com coeficientes constantes.

Ao invés de manipular a relacdo de recorréncia até en-
contrarmos uma férmula para 7T,, (como fizemos na aula
passada), a ideia primordial desta aula serd simplesmente
“chutar” um possivel formato para a solu¢ao, usando nossa
intuicdo, para depois encontrar uma solugao que se enqua-~
dre neste formato.

Este método se baseia fortemente no fato de que, dados
a, b, c e os valores de T} e T5, existe apenas uma sequén-
cia que satisfaz a relagao , ja que, fixada a relagdo de
recorréncia, os dois primeiros termos determinam unica-
mente todos os outros. Veja que se uma entidade superior
(ordculo), de alguma forma maégica, nos fornecesse uma so-
lucdo, nao precisariamos acreditar cegamente nela. Para
que a solucao seja aceita matematicamente, é necessario e
suficiente verificar que ela realmente é valida e se asse-
gurar de que nao ha outras solugdes. Esse tipo de palpite
em Ciéncias, que normalmente ndo é uma chute aleatério
mas sim baseado em conhecimento e experiéncia prévios, é
chamado de “ansatz” e é usadocom frequéncia no estudo
da Fisica.

A primeira ideia, por falta de outra melhor, é tentar ve-
rificar se uma solugao para uma equacao de segunda ordem
homogénea pode ter uma formato parecido com a solugao
de uma equacao de primeira ordem homogénea. Lembre-se
de que uma equacao linear de primeira ordem com coefi-
cientes constantes é da forma T,1; = aT, + b. Sendo
homogénea, temos que b = 0, ou seja, T}, +1 = aT,. Vimos
que, neste caso, temos uma PG e T, = Tpa”.

Com isso, nosso primeiro “ansatz” serda que T,, = C'z",
com C e x constantes. Vamos testar se isso pode ser a
solugdo de uma recorréncia de segunda ordem também.

Infelizmente, nem sempre isso sera verdade, mas em alguns
casos podemos ter “sorte”, como no exemplo seguinte.

Exemplo 1. Seja (T,)n>0 a sequéncia que satisfaz: Ty = 2,
Ty =6 e Typio = 5T, 4+1 — 6T, para todo n > 0. Encontre
uma formula para o termo geral T,.

Solugao. Vamos testar se existem valores para C' e z tais
que, para todo n, tenhamos T,, = C' z™ (este é nosso an-
satz). Substituindo essa expressdo na-equagao de recor-
réncia (T, 42 = 5141 — 6713, ), com os indices adequados,
precisamos verificar se é possivel que

Cz" 2 = 502" —6C27”.

Como queremos C' # 0 (caso contrario, terfamos que T;, =
0 para todo n), podemos dividir ambos os lados por C para
obter:

"2 = 5"t — 6an,

Pelo mesmo motivo, podemos dividir ambos os lados da
equacao acima por =, obtendo a equacao de segundo grau

z? =5z — 6,

a qual nos referiremos como a equagao caracteristica da
relagdo de recorréncia.

Essa equacao possui duas raizeﬂ r =2o0uz =3
Sendo assim, T, = C - 2" ou T, = C - 3". E preciso
interpretar o que isso quer dizer: esses sdo os possiveis
candidatos a solugao, assumindo que nosso ansatz seja vd-
lido, mas, a principio, poderiam existir solugdes de outros
formatos. Além disso, ainda é preciso verificar se existe
algum C que faga com que um desses candidatos se torne
uma solucdo. Aqui, o problema é que precisamos atentar
aos valores de Ty e Ty, os quais até agora ignoramos.
Vamos analisar dois casos:

Caso 1: T,, = C - 2" para todo n > 0. Em particular
para n = 0 temos que Ty = C - 2° = C; do enunciado,
temos que Ty = 2, logo, C' = 2. Com isso, nosso candidato
a solugdo é T, = 2-2" = 2"*1. Conduto, para n = 1
isso implicaria que Ty = 271 = 22 = 4, mas é dado no
enunciado que que 77 = 6. Logo, a sequéncia T}, = 271!
nao satisfaz o enunciado.

Caso 2: T, = C - 3" para todo n > 0. Em particular,
para n = 0 temos que Ty = C - 3% = C; do enunciado,
temos que Ty = 2, logo, C' = 2. Com isso, o atual
candidato a solugao é T, = 2 -3". Dessa vez, fazendo
n =1 temos que 71 = 2-3! = 6, o que estd de acordo com
o que o enunciado fornece.

Dessa forma, temos que a sequéncia T,, = 2 - 3" satisfaz
que Ty = 2, T = 6 e satisfaz a recorréncia Tj, 1o = 515,11 —

1Caso vocé nio se lembre de como calcular essas raizes, revise o
médulo sobre equagdes de segundo grau.
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67, (j& que 3 é raiz da equacio caracteristica). Como s6
pode existir uma sequéncia que satisfaz tudo isso, temos
que esta é a sequéncia desejada. O

Exemplo 2. Seja (T,)n>0 a sequéncia que satisfaz: Ty = 4,
Ty =7 e Thio = 5T,41 — 615, para todo n > 0. Encontre
a formula para o termo geral T),.

Solugao. Neste exemplo, temos a mesma equacao de re-
corréncia do Exemplo [[} porém, temos uma outra sequén-
cia, ja que os valores de Ty e T7 mudaram.

Comegamos com o mesmo ansatz, 1, = C ™, obtemos
a mesma equagao caracteristica e os mesmos candidatos
a solugao: T, = C2" ou T,, = C'3". Contudo, dessa
vez, para qualquer valor de C, nenhum desses candidatos
funciona. Vejamos:

Se fosse T,, = C' - 2" (para todo n), substituindo n por
0 e por 1, teriamos que Ty = C e T3 = 2C. Porém, o
enunciado nos diz que Ty = 4 e T1 = 7, o que nos daria
C =4e2C =17, 0 que é impossivel. Da mesma forma, se
fosse T,, = C'-3™ (para todo n), substituindo n por 0 e por
1, teriamos que Ty = C e T3 = 3C. Novamente, usando
que Ty =4 e Ty = 7, obteriamos C =4 e 3C =7, o que
também é impossivel.

Como podemos interpretar esse resultado? Bem, nosso
palpite inicial (o ansatz), estava errado e nao existe sequén-
cia do tipo T,, = C - 2" que satisfaca o enunciado. No
entanto, nem tudo esta perdido, pois as sequéncias 2™ e 3"
satisfazem a equagdo de recorréncia T2 = 5T}, 41 — 6T},
e “sd¢” nao satisfazem o enunciado por conta dos valores
iniciais Ty e T7.

A beleza das equagoes de recorréncia lineares homogé-
neas é que, ignorados os valores dos termos iniciais, pode-
mos combinar soluc¢bes para formar novas solugdes. De
fato, afirmamos que, para quaisquer constantes C; e Cs, a
sequéncia

T,=C1-2"+Cy-3" (3)
também satisfaz a relacdo de recorréncia Ty49 = 5141 —
67,. Vejamos:

Ty =Cy-2"12 4 Cy - 3"
=Cy (52" —6-2") +Cy (5-3"T" —6-3")
=5(Cy - 2" 4+ Cy 37Ty — 6(Cy - 2" 4 Cy - 37)
- 5Tn+1 - 6Tn

Dessa forma, basta encontrar C; e C para os quais te-

nhamos Typ.= 4 e Ty = 7. Substituindon =0en =1 na
equagao (3)), temos:

To=C1 + Oy
Ty = 2C1 4 3Cs
Com isso, temos o sistema linear de equagdes

Ci+Cy =14
201 4+3C, =7

)

que, uma vez msolviddﬂ7 fornece C; =5 e Cy = 1. Logo,
T, =5-2" — 3" Veja que, por construgao, essa sequén-

cia satisfaz Ty = 4 e T} = 7 assim como a relagdo de
recorréncia do enunciado. Logo, ela é a (tnica) sequéncia
procurada. O

Observacao 3. No Exzemplo apos encontrar as raizes
da equacgdo caracteristica, poderiamos terminar a solugdo
de forma semelhante ao que fizemos no Exemplo[Z: Assu-
mindo que T, = C1 -2™ + Cy - 3" e usando que Ty = 2 e
Ty = 6, obtemos o sistema

Ci1+Cy=2
2C1 +3C5 = 6.

Ao resolvé-lo chegamos a C; =0 e Cy = 2, de onde con-
cluimos que T,, = 2 - 3".

Observacdo 4. No inicio da solu¢io do Exemplo [1], fize-
mos a substituicio de T, por Ca™ e, logo depois, conse-
guimos eliminar C da equag¢do caracteristica. Se fizermos
essa substituicao em qualquer. recorréncia linear homogé-
nea, o termo C sempre poderd ser eliminado. Além disso,
no Ezemplo[d, vimos que a solugdo nem sempre é da forma
Cz™. Por isso, nos exemplos sequintes comecaremos com
o ansatz simplificado T,, = x™ e acrescentaremos as cons-
tantes Cy e Cy apenas ao final, ao combinar os possiveis
candidatos a fim de acertar os valores de Ty e Th.

Exemplo 5. A sequéncia de Fibonacci é a sequéncia
(Fp)n>0 em que Fy =1, Fy =1 e F, = Fy_1 + F,_»
para todos n > 2, ou seja, cada termo € obtido somando-se
0s dois termos que o antecedem. Podemos verificar facil-
mente que seus primeiros termos sao:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, . ...

Encontre uma formula para o termo geral, F,, dessa
sequéncia.

Solugao. Como nos exemplos anteriores (e seguindo a
dica da observagao), come¢amos ignorando os valores de Fy
e F e buscamos uma solugao particular da forma F;,, = ™
para a recorréncia F,, = F,,_1 + F,,_o.

Segue que 2" = 2" "' +2"2 ¢, dividindo ambos os lados
por "2, obtemos a equacdo caracteristica x? = x + 1,
que equivale a 22 —z — 1 = 0. Aplicando a Férmula de
Bhéskara, calculamos o discriminante A = (—1)?2 —4-1 -
(—1) =5 e as raizes r; = 1+T‘/5 ery = #

Por fim, levando em conta os valores de Fy e F}, vamos
buscar uma solucao da forma

F, =cirl +cary

(5 a5

2 2

2Consulte 0 médulo sobre resolucio de sistemas lineares.

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



Substituindo n por 0 e 1, respectivamente, e observando

que 7Y = r§ = 1, temos:

c1+co =0,
{cl (%) + c2 (%) =1

Logo, ca = —c; e substituindo isso na segunda equacao do
sistema obtemos:

1+5 e 1-v5Y) _
ey

2
o (20) -

1
—— 1 = —(.

V5

Finalmente, concluimos que

Fn\}g<<1+2\/g)n<l_2\/g)n>' n

O

Observacdo 6. Pode parecer surpreendente, mas para todo
n natural o resultado da expressdo € um numero natu-
ral, justamente o n-ésimo numero de Fibonacci. Um exer-
cicio interessante é testar alguns valores pequenos para n
(como n =2 oun = 3) e desenvolver os produtos notdveis
a fim de verificar que Fo =1 e F3 = 2.

Nos exemplos acima, tivemos sorte, pois a equagao ca-
racteristica possuia duas raizes distintas.~Veja que sequer
é importante que tais raizes sejam nameros reais, contanto
que seja distintas. Contudo, ‘quando o discriminante da
equagao caracteristica for igual a 0, teremos um problema.
Neste caso, precisaremos de um ansatz diferente para ter-
minar de resolver a recorréncia.

Exemplo 7. Resolva a recorréncia Ry1o = 6R, 11 —9R,,
sabendo que Ry = 5¢ Ry = 27.

Solugdo. Como antes, comecamos testando a solucdo
R, = x". Neste caso, temos que:

"2 = 62" — 92" = 2 =6x—9
— (z—-3)2=0
= z =3

Com isso, até agora temos apenas um tipo de candi-
dato a solugdo: R, = C3", para algum C. Contudo,
nao existe um valor para C que satisfaga simultaneamente
Ry=C3°=C=5e R, =C3'"=3C =27. O problema
é que a férmula precisa acertar os dois primeiros valores da

sequéncia (Rg e R1), mas s6 temos a liberdade de escolher
uma varidvel (C).

Porém, o fato de que 3 ser uma raiz dupla da equacédo
caracteristica implica que a sequéncia (n3"),>0 também
satisfaz a equacdo de recorréncia. Realmente, se fizermos
R, = n3™ para todo n, podemos verificar que a equacao
Ry42 = 6R, 11 — 9R,, é satisfeita. Mais precisamente, as-
sumindo que R,, = n3" e R,11 = (n+ 1)3"*L, calculamos

Ryyo =6R,11 —9R,
=6(n+ 1)3"T —9n3"
— 6n3n+1 + 6 ¢ 37L+1 _ n3n+2
= 2n3" 24 2. 372 3t
= (n +2)3"2,

Agora, temos dois candidatos particulares a solucdo, 3" e
n3™, e podemos.combind-los para formar solugdes do tipo:
R, = C1 3" + Cyn3™. Por fim, resta calcular Cq e Cy de
modo que tenhamos Ry = 5 ¢ Ry = 27. Substituindon =0
e n = 1 temos:

C,+0-Cy=5
3Ch +3Cy = 27.

Logo, C; = 4e(Cy =5, de sorte que R,, = 4-3"+5n-3". O

2 O método da equacgao caracteris-
tica

Finalmente, exibimos o método geral para resolver qual-
quer recorréncia do tipo T,42 = aT,41 + bT,,. Comece
fazendo a substituicao de T, por x™, para obter:

™12 = qz™ ! + b2,

Dividindo ambos os lados por z™ obtemos, conforme co-
mentamos anteriormente, a chamada equagao caracte-
ristica que, neste caso, é a equagao de segundo grau:

z? = az + b.
Ao resolvermos essa equacao, duas possibilidades podem
ocorrer:

Caso 1: a equagao caracteristica possui duas raizes dis-
tintas. Tais raizes nao precisam ser niimeros reais, de modo
que caimos neste caso sempre que o discriminante A da
equagao caracteristica for diferente de zero. Calculamos as
raizes e as chamamos de 71 e ro. A expressao

Tn:ClrerCgrg

é chamada de solugao geral da recorréncia, pois podemos
demonstralﬂ que, independentemente dos valores de Tj

3A demonstracio é essencialmente a mesma que foi feita no Exem-
plo Et por isso, omitimos os detalhes aqui.
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e Ty, a sequéncia possui este formato. Para finalizar,
substitua dois valores pequenos de n, para os quais o valor
de T, é conhecido (por exemplo, n =0 e n = 1) e resolva
o sistema (linear com duas equagdes) assim obtido para
encontrar os valores adequados de C7 e Cy. Utilizando
o fato de que r; # 719, é possivel demonstrar que esse
sistema sempre possui uma unica solugao.

Caso 2: a equagdo caracteristica possui raizes iguais,
ou seja, seu discriminante A é igual a zero. Calcule a raiz
da equagao caracteristica e chame-a de r. Neste caso, a
solucdo geral terd o formato

T, = Cir"™ + Conr™.

Como no caso anterior, substitua dois valores pequenos de
n e resolva o sistema obtido para calcular os valores de C1
(§] CQ.

Observacdo 8. No caso em que r é a tnica raiz de x2 =
ax + b, podemos observar que a = 2r e b = —r2. Com
i$s0, a equagdo de recorréncia original possui o formato
Trio = 2rTy 1 — r2T, e podemos facilmente verificar que
tanto r'™ como nr™ sdo solugdes dessa recorréncia (elas sao
chamadas solugdes particulares da recorréncia). Por fim,
a mesma demonstra¢io usada no Exemplo |9 implica que

T, = Cir™ + Conr™ também € solucao.

2.1 Recorréncias nao homogéneas

Finalmente, tratamos do caso ndo homogéneo, ou seja,
aquele em que a sequéncia (T},),>0 satisfaz, para todo n,
a recorréncia

Tn+2 - aTnJrl + an + c, (5)
onde a, b e ¢ sdo constantes dadas, com ¢ # 0.
Este caso pode ser facilmente reduzido ao caso anterior.
Realmente, a partir da condicao [5, podemos escrever:

Tn+2 = ClTn_;’_l + an + C
Tn—i—l = CLT,L % an_l +c

A fim de eliminar ¢, subtraimos a segunda equacao da pri-
meira, obtendo

(Tn+2 ~ Tn-i—l) = a'(Tn+1 - Tn) + b(Tn - Tn—l)-

Em seguida, definimos uma nova sequéncia (R,)n>1,
pondo R, = T, — T, para todo n > 1. Claramente,
(R,,) satisfaz a equagdo homogénea:

RnJrQ = aRnJrl + bRn
Podemos usar os valores de Ty, T para calcular T, = aT7+

bIo+c, Ry =Ty —Ty e Rp =T, —T;. Com isso, podemos
aplicar o método da secao anterior para calcular R,,. Para

terminar, veja que, uma vez conhecendo R,, temos que
T, =T,_1+ R, é uma equacao linear de primeira ordem.
Entao, usando os métodos da aula passada, concluimos que

Ty=To+Ri+Ro+...+Ry.

Exemplo 9. Resolva a recorréncia Typio = 7Ty +1 — 10T, +
3, sabendo que Ty =1 e T} = 2.

Solugdo. Defina a sequéncia auxiliar (R,)n>1 pondo
R, =T, —T,_1. Pelo que observamos acima, vale que:

Ryi2 =TRn+1 — 10R,,, para todo n > 1.

Essa recorréncia possui equacdo caracteristica z? = 7x —
10, com raizes x = 2 e x = 5. Logo, sua solucao geral é
R,=C12"4+Cy5™. Noteque Ri =T, =1y =2-1=1,
Ty =7TT1—10T5+3 =14—10+3 =Te,dai, Ry =T —T1 =
7—2 = 5. Com isso, substituindo n. = 1 e n = 2 na solugao
geral de R,,, obtemos o sistema linear

201 +5C, =1
4C1 +25C, =5
cuja solugao 6 C; =0e Cy = é Portanto,
n 1 n n—1
R, =0-2 +g~5 =5"""

Finalmente, para n > 1 vale que

T, =1Ty+Ri+Ry+...+ R,

=1+1+5"+...+5"h

5" —1
=1 .
+ 4

3 O problema dos dominés

Nas aulas anteriores, vimos varios exemplos de como cer-
tos problemas combinatoérios podem ser modelados usando
recorréncias. Vejamos, agora, um exemplo classico em que
a recorréncia obtida é de segunda ordem.

Exemplo 10 (O problema dos dominés). Considere um re-
tangulo 2 X n, divido em 2n quadrados unitdrios como na
figura abaizo:

De quantas maneiras podemos posicionar sobre esse re-
tangulo n pecas de domind idénticas, cada uma de tamanho
2x1, de forma a cobri-lo completamente, sem sobreposicao
das pecas. Considere que € permitido posicionar cada pega
verticalmente ou horizontalmente em relagcdo aos lados do
retangulo.
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Solugao. Vamos modelar este problemas usando uma re-
corréncia. Seja R, o numero de maneiras de dispor os n
dominds para cobrir o retdngulo 2 X n.

Temos R; = 1 ja que ha apenas uma maneira de dispor
um tnico dominé sobre o dado retangulo. Por outro lado,
Ry = 2, ja4 que no retangulo 2 x 2 podemos colocar dois
dominés verticalmente ou horizontalmente, como na figura
abaixo:

Resta entender como podemos calcular R,,, para n > 2,
em funcdo dos termos que o antecedem na sequéncia.
Para isso, vamos analisar as possiveis maneiras de colocar
as ultimas pecas, ou seja, as que cobrem a(s) coluna(s)
mais a direita do retangulo. H4 dois casos a considerar:

Caso 1: a n-ésina coluna do retangulo é coberta por um
unico domind vertical (ver figura). Neste caso, o niimero de
maneiras de cobrir o restante do retangulo é precisamente
R,_1, j4 que ele possui dimensdes 2 x (n — 1):

Caso 2: o caso anterior nao acontece. Entao, veja que a
Unica outra forma de cobrir a dltima coluna do retdngulo
é usando dois dominés horizontais (ver figura). Feito isso,
resta cobrir o restante do retdngulo, que ficou com dimen-
soes 2 X (n — 2), usando as demais n — 2 pegas. Isso pode

ser feito de R, _o maneiras:
T
|
|

E importante observar que toda maneira de cobrir o re-
tangulo 2 x n se enquadra em exatamente um dos casos
acima. Portanto, o valor de R,, é obtido somando os nu-
meros de possibilidadesde cada caso, ou seja,

Rn = Rnfl + Rn72~

Isso prova que R, é precisamente a sequéncia de Fibonacci
b
que apresentamos na secao anterior. O

Observacao 11. Na solug¢io do Exemplo nao se con-
seque expressar facilmente R, em funcdo apenas de R, _1,
pois, invariavelmente, temos que olhar para as duas ulti-
mas colunas do retangulo 2xn. Um erro comum seria pen-
sar que hd apenas 2 maneiras de cobrir essas duas ultimas
colunas: com dois dominos verticais ou dois horizontais,
chegando a conclusdo de que R, = 2R, _o. Ao fazer isso
nao estariamos contando todas as configuracoes, pois nao

€ necessdario que as colunas mais 4 direita estejam cobertas
por exatamente dois dominds. A figura abaizo mostra um
exemplo que ndo estaria sendo contabilizado:

77

Dicas para o Professor

Sugerimos que o conteido dessa aula seja.abordado‘em
dois encontros de 50 minutos. Algumas das demonstragoes
poderiam ser feitas com mais detalhes para alunos que ja
estudaram o Principio de Indugdo Matematica, mas evi-
tamos propositalmente fazer isso aqui, para nao desviar o
foco da aula. Quanto ao estudo das equagoes de recorréncia
lineares, além da importancia intrinseca que possuem, vale
ressaltar que elas sdo um importante preludio para o es-
tudo de Equacoes Diferenciais Ordindrias (EDOs), durante
o Ensino Superior. De fato; apesar do contexto ser com-
pletamente diferente, as técnicas apresentadas aqui funcio-
nam de maneira quase idéntica na resolucao das chamadas
EDOs lineares de segunda ordem. A referéncia a seguir
também contém material sobre recorréncias, assim como o
site https://poti.impa.br,

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tépicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 4: Combinatoria. SBM, Rio de Janeiro, 2016.
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