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1 Divisibilidade de nimeros intei-
ros

Dados nimeros inteiros a e b, com a # 0, dizemos que a
divide b, e neste caso denotamos a | b, quando existe um
inteiro ¢ tal que b = a - ¢. Alternativamente, se a divide
b, dizemos também que b é um multiplo de a, ou que b é
divisivel por a, ou ainda que a é um divisor de b. Quando
nao existe um inteiro ¢ satisfazendo b = a - ¢, dizemos que
a nao divide b e denotamos a ¢t b.

Assim, temos por exemplo que 2 | 8 (uma vez que 8 =
2-4)e =319 (pois 9 = (—=3)-(—3)), mas 51 12 (haja vista
que a igualdade 12 =5- ¢, com g € Z, é impossivel).

Por outro lado, dado um inteiro qualquer a, temos a =
1-a, de sorte que 1 | a. Também, se a # 0, entdo a =
a -1 garante que a | a, enquanto 0 = a - 0 garante que
a | 0. Doravante, utilizaremos os fatos colecionados neste
paragrafo sem maiores comentarios. Também doravante, e
sempre que nao houver perigo de confusao, ao escrevermos
a | b suporemos implicitamente que a e b sdo inteiros, com
a #0.

Os trés exemplos a seguir mostram como utilizar fa-
toragoes e produtos notaveis para estabelecer divisibilida-
des.

Exemplo 1. Mostre que 21 | (58 — 28).

Solucao. Iniciamos observando que 5% = (54)2 e 28 =

(24)2 . Além disso, utilizando o produto notavel
b —a? = (b—a)(b+a),
obtemos:
5% — 28 = (54)% — (24)* = (5* — 2) (5" + 2.

Utilizando o produto notavel citado acima outra vez,
temos que

' -2t = (5%) — (22)" = (52 = 2%)(5° +- 2).

Por sua vez, substituindo tal fatoracdo de 5* — 2% naquela
de 58 — 28, chegamos a

5% — 2% = (5%=2%)(5° 4+ 2°)(5* + 2%)
=(25—4)(5% + 2%)(5* + 2%
=21 (52 42%)(5* +2*%).
Por fim, como (5% 4 2%)(5? + 21) ¢ um inteiro, segue da
definicio que 21 | (5% —2%). O
Observe que, no exemplo anterior, poderiamos ter cal-

culado
58 — 28 = 390625 — 256 = 390369

e, em seguida, realizado a divisao desse niimero por 21 para
obter 390369 = 21 - 18589. Contudo, o préximo exemplo
mostra que, por vezes, esse procedimento direto é impra-
ticdvel (para certificar-se dessa afirmacao, tente calcular
248 exatamente mesmo com o auxilio de uma calculadora).

Exemplo 2. Mostre que 2*® — 1 € divisivel por 63 - 65.

Solucgao. Utilizando a mesma estratégia do exemplo an-
terior, temos:

948 _ | _ 048 _ 148 _ (224)2 _ (124)2
_ (224 _ 124)(224 + 124)
= (212 = 112)(212 4 112) (224 4 124)
= (26 — 15)(2° + 16) (212 + 112) (224 124)
=63-65- (22 +1)(22* +1).

Como (2'2 + 1)(22* + 1) ¢ inteiro, concluimos a partir dos
célculos acima que 63 - 65 realmente divide 248 —1. O

Exemplo 3. Em um numero natural N de'9 algarismos,
tem-se que os algarismos das unidades simples, unidades
de milhar e unidade de milhao sao iguais a X ; os algaris-
mos das dezenas simples, dezenas de milhar e dezenas de
milhao sao iguais a Y; e os algarismos das centenas sim-
ples, centenas de milhar e centenas de milhao sao iguais a
Z. Poade-se afirmar que N _sempre serd divisivel por:

a) 333664.

(a)

(b) 333665.
(c) 333666.
(d) 333667.
)

(e) 333668.

Solucgao. Pelas hipdteses que foram listadas no enunciado
do problema, o nimero N deve ter representacao decimal

N=ZYXZYXZYX.
Dai, temos:

N=2YXZYXZYX
=Z-10°+Y - 10"+ X -10°+ Z-10° + Y - 10*
+X-10°+Z-10°+Y - 10" + X - 10°
=7-10%-(10° +10° + 1) + Y - 10 - (10° + 10 + 1)
+ X - (10° +10% + 1)
=(Z-10°4+Y - 10+ X)(10% + 10% + 1)
= M - 1001001,

onde M tem representagao decimal M = ZY X.
Observando que 1001001 = 3 - 333667, concluimos que

N =M -3-333667,

de sorte que N sera divisivel por 333667. Portanto, a res-
posta correta é o item (d). O
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A nocgao de divisibilidade de inteiros possui véarias pro-
priedades importantes, algumas das quais aparecem cole-
cionadas na proposi¢do a seguir. Ao leitor interessado em
perceber como tais propriedades podem ser utilizadas na
solucao de problemas envolvendo o conceito de divisibili-
dade, sugerimos adiar a leitura da demonstragao da pro-
posicao, partindo imediatamente para os exemplos que a
seguem e o material da préxima segao.

Proposicao 4. As sequintes propriedades da relagdo de di-
vistbilidade sao vdlidas:

(a) Sea|beb]|ec, entioa | c.

(b) Seal|bealec entioa| (mb+ nc), quaisquer que
sejam os inteiros m e n.

(c) Sea|beb#0, entao |a| < |b].

(d) Sea|beb]|a, entio |a| = |b|.

(e) Seb|ceas#0, entio ab| ac.

(f) Se ab | ac, entao b | c.

(9) Sea|beb#0, entio 2 € Z e 2 |b.

Prova. Para o item (a), sejam ¢ e g inteiros tais que
b= aq: e c = bgs. Entao, temos:

c=bgz = (aq1)q2 = a(q1q2),

com qias € Z; logo, a | c.

Se a|beal|ec entdo existem ¢; e g2 inteiros tais que
b = aq e ¢c = agqe. Dai, se m e n sao nimeros inteiros
quaisquer, temos:

mb + nc = m(aq1) +n(ags)
= a(mq1) + a(ngz)
a(mai + ngz),

com mgqy + ngs € Z; assim, a | (mb + ne) e'o item (b) fica
demonstrado.

Para o item (c), se a | by entdo existe um inteiro ¢ tal
que b = aq. Sendo b # 0, temos g # 0, de sorte que |g| > 1.
Portanto,

0] =Jaq| =lallg| = |a| - 1 = lal,

conforme queriamos demonstrar.

Para a prova do item (d), comecemos observando que,
seal|bebl|a, entao a # 0, b # 0. Portanto, segue do item
(c) que

la| < [b] e [b] < |al,

0 que por sua vez acarreta |a| = |b].

Suponha agora que b | ¢ e escreva ¢ = bq, para um certo
inteiro q. Multiplicando ambos os membros dessa igualda-
de por um inteiro nao nulo a, obtemos

ac = a(bq) = (ab)q,

o que garante que (ab) | (ac) e prova o item (e).
Para o item (f), se (ab) | (ac), entdo temos

ac = (ab)q = a(bg),

para algum inteiro q. Agora, como ac # 0, temos a #
0. Podemos, entao cancelar ¢ em ambos os membros da
igualdade ac = a(bg) para obter ¢ = bg ou; 0 que é 0
mesmo, b | c.

Finalmente, quanto ao item (g), se a | b, entdo existe
q € Z tal que b = aq. Sendo b # 0, temos q # 0. Por outro
lado, uma vez que a ultima igualdade também pode ser
escrita como b = ga, concluimos que ¢ | b. Basta, agora,
observar que ¢ = %. O

Dois casos particulares do item (b) da proposicao an-
terior, os quais resultam importantes em aplicacoes, sao
obtidos fazendo-se respectivamente m =n =1e m = 1,
n = —1. Assim procedendo, concluimos que:

al(+c)
a|bea|c:>{a|(b_c) . (1)
Em palavras, podemos nos referir as divisibilidades
acima da seguinte forma: a soma e a diferenca de dois
maltiplos de um inteiro a continuam maultiplos de a.
O exemplo a seguir explora esse circulo de ideias.

Exemplo 5. Sejam a e b nimeros naturais tais que 2a + b
€ divisivel por 13. Qual das alternativas a sequir contém
outro miltiplo de 137

(a) 91a+ 0.
(b) 92a + b.

)

)

(c) 93a+ 0.

(d) 94a + 0.
)

(e) 95a + b.

Solugao. Note que 91a = 13 - 7a é um multiplo de 13.
Como 2a+ b é um multiplo de 13 por hipétese, a discussao
que antecede o enunciado do exemplo garante que

9la+ (2a+0b) =93a+b

é também um multiplo de 13. Portanto, a alternativa cor-
reta é o item (c). O

O proximo exemplo utiliza o mesmo tipo de ideia que
os dois exemplos iniciais em uma situagao genérica, para
a qual também nos valeremos do resultado do item (a) da
proposicao anterior.

Exemplo 6. Se a, m en sdo inteiros positivos, com m > n,
mostre que (a®" +1) | (a*" —1).
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Solugao. Observe inicialmente que

n n n 2 n
(a2 —I—l) (a2 —1):(@2) —12=4? +1—1.

Logo,
(aQn + 1) | (azn+1 - 1).

Por outro lado, um calculo andlogo ao acima garante
que, para um inteiro positivo k, temos:

(#0) (1) - () e

Logo,
(an - 1) | (azk+1 - 1).

Agora, como m > n, temos m = n + p, em que p é um
inteiro positivo. Portanto, combinando as divisibilidades
estabelecidas acima com sucessivas aplicagbes do item (a)
da proposigao anterior (com k sucessivamente igual a n+1,
n+2,...,n+p—1=m—1), obtemos:

(azn + 1) | (azn+1 -1 on gntz oy
(@ —1) | (a® = 1) > (e +1) I (a b

et EZEZ: ) } = (@ +1) | (@ - 1)

etc

(" +1) (@7 =) | e ¥
(aQ"*“—l)l(aQ"*’)—l)} DI .

Por fim, essa ultima divisibilidade é o mesmo que
(a2n +1) | (a2m —1).
O

Exemplo 7. Dados a, b e c inteiros positivos tais que a +
b+ c € divisivel por 6, prove que a® + b> + ¢ também é
divisivel por 6.

Solugao. Se a + b + ¢ é divisivel por 6, entao existe um
inteiro ¢ tal que a + b + ¢ = 6¢. Dal, obtemos:

a+b+c=6g=a+b=6q¢g—c
= (a+b)> = (6g —c)®
= a® + b + 3ab(a +b) =
= 216¢> — 108¢%c + 6qc® — 3.

Observe que

216¢° — 108¢%c 4 6qc® = 6(36¢° — 18¢%c + qc?).

Entéo, fazendo p = 36¢> — 18¢%c + ¢c?, podemos escrever
a® + b + 3ab(a + b) = 6p —

ou, o que é 0 mesmo,
a® + b3 + ¢ = 6p — 3ab(a +b).

Afirmamos agora que 3ab(a + b) é sempre um miltiplo
de 6. Realmente, se a0 menos um dos inteiros a. ou b for
par, entdao 3ab(a+b) terd um fator 2 e, assim, serd muiltiplo
de 6; por outro lado, se a e b forem ambos impares, entao
a + b serd par, de sorte que 3ab(a +b) novamente terd um
fator 2 e, entao, serd multiplo de 6.

Por fim, uma vez que tanto 6p quanto 3ab(a +b) sado
multiplos de 6, segue de (1) (com 6 no lugar de‘a, 6p no
lugar de b e 3ab(a + b) no lugar de ¢ — nas notagoes de 14)
que

6p — 3abla+b) =a® +b> +

também é multiplo de 6. O

2 O-algoritmo da divisao

Antes de enunciarmos o teorema conhecido como Al-
goritmo da Divisao, apresentamos abaixo, como ferra-
menta essencial para a sua demonstracao, o Teorema de
Eudoxo.

Teorema 8. Se a e b sao inteiros dados, com b # 0,
entao ou a € um maltiplo de b ou a se encontra entre dois
multiplos consecutivos de b.

Prova. Suponha que a > 0 e b > 0 (os demais casos po-
dem ser tratados de modo andlogo a esse).

Se a < b, entdo a se encontra entre dois multiplos con-
secutivos de b, que sa&o 0 =b-0 e b =b- 1. Suponha, pois,
que a > b e que a nao é um multiplo de b. Imagine duas
pessoas, P; e P, situadas sobre a reta numerada, a uma
distancia de a unidades uma da outra, estando P, a frente
de P; (no sentido positivo da reta). Em um certo mo-
mento, P; comeca a caminhar em direcao a P» com passos
de comprimento b, até ultrapassé-la. Se P; deu g passos
antes de chegar a P», mas ultrapassou P, apds dar ¢ + 1
passos, entao

bg < a mas b(g+1) > a.

Portanto, a esta situado entre os multiplos consecutivos
bg e b(qg+1) deb. O

Podemos finalmente enunciar e provar o Algoritmo da
Divisao.
Teorema 9. Se a e b sdo numeros inteiros, com b # 0,
entao existem, e sao unicos, inteiros q e r tais que

a=0bg+r, com0<r<|b.

Os numeros q e r sdo chamados, respectivamente, quoci-
ente e resto da divisao de a por b.
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Prova. Como |b| > 0, o Teorema de Eudoxo (aplicado a
a e a |[b|) garante a existéncia de um nimero inteiro ¢ tal
que

Ibl¢" <a < |b|(¢ +1).

(Observe que, nas desigualdades acima, contemplamos si-
multaneamente as possibilidades de a ser um multiplo de
|b| — quando teremos a = |b|¢’ — e de a néo o ser.)

Dai, obtemos:

0<a-—|bl¢ <|b.
Fazendo r = a — |b|¢’, segue entdo que:
a=|bl¢g'+r, com0<r<]|bl.

Mas, como |b| = +b, podemos escrever |bl¢’ = bg, com
q = tq’. Fazendo assim, obtemos

a=bg+r, com0<r<]b.

Para o que falta, suponhamos que existisse outro par ¢;
e r1 de inteiros tais que

a=bq +11, com0<r <|b|
Entao, teriamos:

bg+r=bg+r1=blg—q)=r1—r
= (g —q)b| = |r1 — 7]
= g — a||b| = |r1 — .

A dltima igualdade nos diz que |b| divide |rq —'r|. Por
outro lado, as desigualdades 0 < r < [b] e 0 < 71 < |
implicam que a distancia entre r e 1 nao chega a |bl, isto
é, que |rq —r| < |b|. Assim, pelo item (c) da Proposicao[dl
nao podemos ter |r; — r| # 0 (pois aquele item, junto com
a divisibilidade de |ry —r| por |b|, acarretaria |b| < |r; —r|,
0 que nao é o caso). Logo, temos |r; — 7|, = 0, ou seja
r1 = r. Dal, segue imediatamente que q; = ¢, de sorte que
q e r sao, de fato, os dois tnicos inteiros que satisfazem as
condigoes do enunciado. O

Uma elaboragao util do Algoritmo da Divisao é a que
segue: imagine que dividimos um certo inteiro a por 4; o
algoritmo da divisao afirma que obteremos um quociente
q e'um resto r, de modo que

a=4q+r, com 0 <r < 4.

Entao, r = 0,1,2 ou 3, e isso significa que a (que é um
inteiro arbitrdrio) pode ser escrito em uma das formas a
seguir:

4q, 4g+ 1, 4¢+ 2 ou 4q + 3.

Evidentemente, nao ha nada de especial no uso do inteiro
4 no argumento acima. De outra forma, um argumento

analogo permite concluir que, dado um inteiro b # 0, temos
que todo inteiro a pode ser escrito de uma das formas

para algum inteiro ¢, de acordo com o resto da divisao
de a por b. Em particular, veja que a é divisivel por b
exatamente quando o resto da divisao de a por b for igual
a 0.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 10. Um numero inteiro positivo k- deiza resto
4 quando dividido por 7. Calcule o resto da divisao de
E2+k+1 porT.

Solucgao. Observe que, se k deixa resto 4 quando dividido
por 7, entao podemos escrever k = Tq + 4, para algum
inteiro positivo ¢. Dai, obtemos:
B +k+7=(Tg+4)> + (Tg+4) + 1
=(49¢® + 14¢ + 16) +7¢+ 5
=49¢° +21q + 21
=7-(7¢° + 3¢ +3).

Entdo, k? + k + 1 é divisivel por 7, isto é deixa resto 0
quando dividido por 7. o

Exemplo 11. Mostre que, na divisdo de um quadrado per-
feito por 4, os unicos restos possiveis sao 0 e 1.

Solugao. Por definicao, se n é um quadrado perfeito,
entdo n = m? para algum inteiro ndo negativo m. Agora,
conforme discutimos anteriormente, temos m = 4gq,
m=4q+1, m = 49+ 2 ou m = 4q + 3, para algum inteiro
néo negativo ¢. Analisemos separadamente o que cada
uma dessas quatro possibilidades diz sobre n:

(i) m = 4¢: temos
n=m’ = (49)° = 16¢> = 4 - (4¢°),
de sorte que n deixa resto 0 quando dividido por 4.
(ii) m = 4q + 1: aqui,
n=m?=(4q+1)?
=16¢*> + 8¢+ 1
=4-(4¢° +2¢) + 1.
Entao, n deixa resto 1 na divisao por 4.
(iil) m = 4q + 2: temos
n=m? = (4q + 2)*
= 164> + 16q + 4
=4-(4¢° + 4+ 1);
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novamente, n deixa resto 0 quando dividido por 4.

(iv) m = 4q + 3: segue que
n=m? = (4q +3)?
=16¢* +24q+9
=4-(4¢* + 6 +2) + 1.

Como no caso (ii), n deixa resto 1 na divisao por 4.

Em qualquer caso, verificamos que o resto da divisao do
quadrado perfeito n por 4 é sempre igual a 0 ou 1. o

Exemplo 12. Mostre que se a, b e ¢ sao inteiros tais que
a’? 4+ b% = 2, entdo a e b ndo sdo ambos impares.

Solucgao. Por contraposi¢cao, suponha que a e b fossem
ambos impares. Entao, seus quadrados também o seriam.
Mas, pelo exemplo anterior, quando dividimos um qua-
drado perfeito por 4, as Uinicas possibilidades para os restos
dessa divisao sao 0 ou 1. Sendo a? e b? impares, concluimos
que devem existir inteiros q; e ¢o tais que a® = 4q; + 1 e
b? = 4qy + 1. Isso implica

A =a’+ b =4+ q) +2,

o que é um absurdo, pois, novamente utilizando o exemplo
anterior, um quadrado perfeito ndo pode deixar resto 2
quando dividido por 4. O

Exemplo 13. (BANCO OBMEP 2016) Jilia estd treinando
para olimpiadas de matemdtica. Um dia ela decide dividir
2014 por cada um dos divisores inteiros positivos de-2015.
Para cada divisdo, ela escreve o quociente no seu caderno
e o resto em uma lousa. Vamos ajudar Julia.

(a) Escreva os oito divisores inteiros positivos de 2015.

(b) Para cada um desses divisores, faga a divisio de 2014
por ele e escreva uma lista com 08 quocientes e outra
com os restos obtidos.

(¢c) Ao terminar, Jilia percebeu uma grande “coin-
cidéncia”: os numeros escritos no caderno eram os
mesmos que estavam no quadro, apenas escritos em
uma ordem diferente. Seria uma coincidéncia? Mos-
tre que, para-qualquer nimero n que Julia escolher, se
ela calcular o quociente e o resto da divisao de n — 1
por cada um dos divisores positivos de n, 0s numeros
no caderno e na lousa serdo eratamente os mesmos,
estando apenas, possivelmente, escritos em uma or-
dem diferente.

Solugao.

(a) Observe que a fatoragao de 2015 como um produto de
ndmeros primos é 5 - 13 - 31. Portanto, de fato, 2015
tem 8 divisores positivos, que sao:

1, 5, 13, 31, 65, 155, 403 e 2015.

(b) Efetuando as divisGes de 2014 por cada um dos divi-
sores de 2015 encontrados no item anterior, obtemos:

2014 =1-2014+0
2014 =5-402+4
2014 =13 -154 + 12
2014 =31-64 + 30
2014 = 65- 30 + 64
2014 =155-12 + 154
2014 =403 - 4 +402
2014 = 2015 - 0.+ 2014.

Portanto, as listas dos quocientes e dos restos real-
mente coincidem:

0, 4,12,30, 64, 154, 402 e 2014.

Note que; além dos numeros nas duas listas serem
0s mesmos, eles sao exatamente os antecessores dos
divisores positivos de 2015.

(¢) Agora, se  é um divisor positivo de n, entao existe
y € Z (que também é um divisor positivo de n) tal
que n = zy. Observe que

= n—l=asy—ar+x—1
=n—-1l=z@y—-1)+(x-1)

n:ajy:>n—1217y—1
—n—-l=axy—y+y—1
=n—1=ylz—1)+(y—1).

Como 0 <z—-—1<zel<y—1 <y, entdo, por
unicidade, os restos nas divisoes de n — 1 por x e por
y sao respectivamente iguais a x — 1 e y — 1, e os
quocientes nas mesmas divisoes sao respectivamente
iguais a y — 1 e x — 1. Vale ressaltar que, se x = y
(caso em que n é um quadrado perfeito), entao

n=s=n-1=z-1
—n—-1l=2—-z4+z—-1
=n—-1l=z(x-1)+(z—1),
ou seja, temos apenas uma divisao, com quociente e

resto iguais. Portanto, a lista formada com os quoci-
entes é a mesma que a lista formada com os restos.

O
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Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas uma sessao de
50min para discutir cada uma das segoes que compoem
esse material. Na secao[Il explique com muito cuidado as
propriedades da divisao de nimeros inteiros, enfatizando
a aplicacao das propriedades nos exemplos resolvidos. Isso
facilitara o entendimento por parte dos alunos. Nos exem-
plos que fazem parte da se¢do 2 chame a atencdo dos alu-
nos para os pontos nos quais o Algoritmo da Divisao esteja
sendo utilizado, pois muitas vezes esse teorema é utilizado
sem que eles percebam.

As referéncias colecionadas a seguir contém muitos pro-
blemas e exemplos relacionados ao contetido do presente
material.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdatica Elementar Vo-
lume 5: Teoria do Numeros, 22 Edicao. Rio de Ja-
neiro, SBM, 2013.

2. D. Fomin, S. Genkin e I. Itenberg. Mathematical
World, Volume 8: Mathematical Circles (Russian Ex-
perience). AMS, 1996.

3. J. P. O. Santos. Introducdo a Teoria dos Numeros.
Rio de Janeiro, SBM, 2000.
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