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1 Intruducao

Recordamos que dados trés pontos nao colineares A, B e
C no plano, o triangulo ABC é a uniao dos trés segmentos
de reta AB, BC e AC (veja a Figura[l). Os pontos A, B
e C sdo os vértices, os segmentos AB, BC e AC sdo
os lados e os angulos LBAC, ZABC e¢ LACB sao os
angulos internos do triangulo ABC. Quando nao houver
perigo de confusao, as medidas dos angulos internos de um
triangulo ABC' serao denotadas simplesmente por BAC' =
A, ABC=Be ACB=C.

A

B C

Figura 1: um triAngulo ABC' qualquer.

Agora, conforme mostrado na Figura[2] tomemos pontos
—  —
D, E e F, respectivamante, sobre as semirretas BA, CB

e A—C>' Os angulos ZDAC, ZABE e £ZBCF sao trés dos
angulos externos do tridngulo ABC. Observe que, além
dos angulos externos mostrados na Figura 2] o tridngulo
ABC tem outros trés angulos externos, os quais sao OPV
aos angulos externos mostrados na figura. (Sugerimos ao
leitor, nesse momento, parar por um instante e, a guisa de
exercicio, marcar esses trés outros angulos externos.)

Figura 2: angulos de um tridngulo qualquer.

Definimos, ainda, o interior de um triangulo ABC como
o interior da regiao convexa do plano delimitada pelos seus

lados. Dessa forma, o exterior de ABC é definido como
o complementar da reuniao entre o seu interior e o préprio

tridngulo ABC. (Veja a Figura3l)

Figura 3: interior e exterior de um triangulo.

2 Classificacao dos triangulos

Os triangulos podem ser classificados em relagao aos
comprimentos de seus lados ou em relacao as medidas de
seus angulos internos. Quanto aos lados, temos a seguinte
classificagao:

Um triangulo ABC ¢ equilatero se

AB = AC = BC.

B C

Figura 4: um tridngulo equildtero ABC.

Um triangulo ABC é isésceles se

AB = AC ou AB = BC ou AC = BC.
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Figura 5: um tridngulo isésceles ABC.

Um triangulo ABC ¢ escaleno se

AB # BC, AC # BC e AB # AC.

A

C

Figura 6: um triangulo escaleno ABC'.

Observe que a definigao de tridngulo isésceles nao exclui
a possibilidade de que os trés lados do triangulo sejam
iguais. De outra forma, quando escrevemos “AB = AC'
ou AB = BC ou AC = BC”, nao estamos dizendo nada,
em cada caso, sobre o comprimento do terceiro lado (que
pode, ou nao, ser igual ao comprimento dos outros dois
lados). Assim, para tridngulos isésceles, pede-se que pelo
menos dois lados tenham comprimentos iguais, de forma
que

Todo triangulo equilatero é isésceles.

Por outro lado, no caso de triangulos escalenos, pede-se
que os trés lados do triangulo tenham comprimentos dois
a dois distintos.

A fim de classificar os triangulos em relagao as medidas
de seus angulos internos, observemos inicialmente que, con-
) )
forme comentado em aula anterior (veja o pé da segunda
coluna da pagina 4 do material tedrico “Retas Cortadas
por uma Transversal”, no Médulo “Elementos Basicos de
Geometria Plana 1), temos que

A soma dos angulos internos de todo
tridngulo é igual a 180°.

Portanto, se ,Z, B e C denotam as medidas dos angulos in-
ternos de um triangulo ABC, entdao no méaximo um dentre

, BeC pode ser maior ou igual a 90°. De fato, se fossem
>90° e B > 90°, por exemplo, teriamos

A+B+C> A+ B >90°+90° = 180°,

contradizendo a propriedade destacada acima.

Gragas a discussao acima, a classificacao dos triangulos
quanto as medidas de seus angulos internos contempla so-
mente 0s seguintes casos:

Um triangulo é acutangulo se seus trés angulosin-
ternos sao agudos, ou seja, se seus trés angulos in-
ternos medem menos _que 90°.

B c

Figura 7: um tridngulo acutangulo ABC.

Um tridangulo é obtusangulo se possui um angulo
obtuso, isto é, se um de seus angulos internos tem
medida maior do que 90°.

B C

Figura 8: um tridngulo obtusangulo ABC.

Um tridngulo é retangulo se possui um angulo in-
terno reto, ou seja, se possui um angulo interno cuja
medida ¢é igual a 90°.
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B C

Figura 9: um tridngulo retdngulo ABC.

3 Congruéncia de triangulos

Dizemos que dois tridngulos sao congruentes se é
possivel sobrepo-los através de movimentos rigidos no
espaco, sem deformé-los. Entao, quando dois triangulos
ABC e A’ B'C’ sao congruentes, é possivel estabelecer uma
correspondéncia entre os seus vértices, tal que:

(i) os angulos internos em vértices correspondentes te-
nham medidas iguais;

(ii) os lados opostos a vértices correspondentes tenham
comprimentos iguais.

A Figura[I0l mostra dois tridngulos congruentes ABC e
A’'B'C’, através da correspondéncia de vértices

Ao A, BB, C«C.

Assim, conforme o item (i) acima, temos

7
A A

B/

BC = B'C',” AC = A'C', AB = A'B.

Doravante, em prol da simplificagao do discurso e sempre
que nao houver perigo de confusao, diremos que segmen-
tos (resp. Angulos) que possuem um mesmo comprimento
(resm. uma mesma medida) sdo iguais.

A seguir, enunciaremos (sem demonstragao) alguns con-
juntos de critérios minimos que permitem estabelecer a
congruéncia de dois triangulos dados. Tais critérios sao
conhecidos como casos de congruéncia de triangulos.

Caso LAL: se hd uma correspondéncia entre os
vértices de dois tridngulos tal que dois dos lados de
um deles e o angulo interno formado por esses dois la-
dos sejam respectivamente iguais aos dois lados cor-
respondentes no outro tridngulo e ao angulo formado
por esses outros dois lados, entao os dois triangulos
sao congruentes.

Na Figura [II] temos A= :4\’, AB=A'B"e AC = A'C".
Entao, pelo caso LAL, os triangulos ABC e A'B’'C" sao

congruentes. Observe, entao, que a correspondeéncia de
A/
A
B/
B C
C/

Figura 11: o caso de congruéncia LAL.

vértices da congruéncia é A <+ A", B <> B’ e C < (', o
que fornece as igualdades ad1c1onals B=PRB,6C = C’
BC =B'C".

Caso ALA: se hd uma correspondéncia entre os
vértices de dois triangulos tal que um dos lados de um
deles e os angulos adjacentes a esse lado sejam res-
pectivamente iguais ao lado correspondente no outro
tridngulo e aos angulos adjacentes a esse outro lado,
entao os dois triangulos sao congruentes.

A figura [I2] ilustra esse segundo caso de congruéncia.
Nela, temos A = A’ B = B' e AB = A'B’. Portanto,
os tridngulos ABC e A’B’'C’ sao congruentes, pelo caso
ALA. Novamente aqui, a correspondéncia de vértices da

/
A A

B/

C/

Figura 12: o caso de congruéncia ALA.

congruéncia é A <+ A, B <3 B' e C + (', fornecendo as
igualdades adicionais C = C’, AC = A'C' e BC = B'C".

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



Caso LLL: se ha uma correspondéncia entre os
vértices de dois triangulos tal que os trés lados de
um deles sejam respectivamente iguais aos lados
correspondentes no outro triangulo, entao os dois
triangulos sao congruentes.

Nas notacoes da Figura M3, temos AB = A'B’,
AC = A'C" e BC = B'C’. Logo, os triangulos ABC e
A’ B’C’ sdo congruentes pelo caso LLL. Aqui, uma vez mais

/
A A

B/

Figura 13: o caso de congruéncia LLL.

a correspondéncia de vértices da congruéncia é A <> A’
B < B’ e C < (', e fornece as igualdades A=A B= B’
e C = C’ entre as medidas dos angulos dos dois trlangulos

A seguir, ilustramos a aplicagdo de alguns dos casos
de congruéncia listados acima utilizando-os para obter al-
guns resultados importantes sobre tridngulos isésceles e
equilateros.

Proposicdo 1. Se ABC ¢é um tridngulo isdsceles com
AB = AC, entao B =C.

Prova. Seja M o ponto médio dolado BC. Em relacéo
aos tridngulos ABM e ACM, temos que BM = C'M (pois
ambos sdo iguais a 1 - BC), AB = AC (por hipétese) e o
lado AM é comum (veja a Figura[I4)). Portanto, esses dois
triangulos sao congruentes pelo caso de congruéncia LLL,
com a correspondéncia de vértices

A A B« C, M+ M.

~

Em particular, segue dai que B=C. o

O caso de congruéncia ALA nos garante que a reciproca
da proposicao anterior também é valida:

Proposicao 2. Se dois dos angulos de um triangulo sao
congruentes, entao ele € isdsceles.

Prova. Seja-ABC um triangulo tal que B =_C. Entao,
utilizando.a correspondéncia

A< A, B+ C, C+ B,

temos que ABC e ACB sao triangulos conguentes, pelo
caso ALA. Dali, segue que AB = AC. O

B M C

Figura 14: dngulos da base de um tridngulo isésceles.

Observacao 3. Nao hd nada estranho com o argumento
apresentado na prova da proposi¢ao anterior. Visto em
termos de movimentos rigidos, ele simplesmente garante
que podemos mover ABC no espaco, sem deformd-lo (e
até mantendo o vértice A fizo, se assim desejarmos), até
que o vértice B coincida com o vértice C, e vice-versa. Su-
gerimos ao leitor parar por um momento e tentar visualizar
mentalmente um tal movimento rigido.

Quando o triangulo ABC' é isdsceles, com AB = BC,
dizemos que olado BC é a base de ABC. Os dois resul-
tados discutidos acima nos dizem, entao, que um triangulo
¢ isosceles se, e somente se, os angulos internos adjacentes
a base sao iguais.

Como caso particular da discussao do pardgrafo anterior,
se ABC é um triangulo equildtero, podemos ver qualquer
um dos lados AB, AC ou BC' como base de ABC. Entao,
segue da Proposi¢ao 0 que A= C como ja sabemos
que A+B+C = 180°, obtemos o resultado a seguir.

Corolario 4. Os angulos internos de um triangulo equild-
tero sao iguais a 60°.

No que segue, apresentamos um quarto caso de congru-
éncia util.

Caso LAAo: se hd uma correspondéncia entre os
vértices de dois triangulos tal que um dos lados, um
dos angulos a ele adjacentes e o angulo oposto a esse
lado em um dos triangulos sejam respectivamente
iguais, mediante tal correspondéncia, a um lado no
outro triangulo, a um angulo adjacente a esse lado e
ao angulo oposto a esse lado, entao os dois triangulos
sao congruentes.

Na Figura I8 temos AB = A'B’, A=AeC=0C".
Logo, os tridangulos ABC e A’B’C’ sdo congruentes por
LAAo, mediante a correspondéncia de vértices A <> A,
B < B', C + C'. Portanto, obtemos as 1gua1dades
adicionais AC = A'C’, BC = B'C’ eB=D".
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A/
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Figura 15: o caso LAAo.

.

E instrutivo observar que a validade do caso de con-
gruéncia LA Ao decorre imediatamente da validade do caso
ALA, juntamente com o fato de que a soma dos angulos
de todo triangulo é igual a 180°.

Para entender porque, suponhamos que os triangulos
ABC e A'B'C" satisfagam um conjunto de _condigées do
tipo LAAo, digamos, AB = A'B’, A = A" e C = (C".
Entao,

B=180°— (A+C)=180°— (A’ +C") =B/,

de forma que os dois triangulos também satisfazem o con-
junto de condigoes ALA A=A’ AB=A'B'e B=DB'.

Assim, o leitor deve perceber o caso LAAo como um ata-
lho, que permite concluir a congruéncia de dois triangulos
que o verifiquem sem a necessidade de, antes, operar um
argumento como o do paragrafo anterior para poder utili-
zar o caso ALA.

Observacao 5. Ainda em relacdo aos casos de congruéncia
apresentados aqui, observamos para o leitor interessado
que o capitulo 2 da referéncia [1] discute construgoes com
régua e compasso que servem de arqumentos heuristicos
para explicar porque tais conjuntos de critérios realmente
estabelecem a “igualdade” de dois triangulos que os sa-
tisfagam. Por outro lado, na referéncia [2] o caso LAL
€ assumido como azxioma de congruéncia de triangulos,
sendo mostrado rigorosamente que 0s casos ALA e LLL
decorrem dele como teoremas.

Dicas para o Professor

Sugerimos que sejam utilizadas duas sessoes de 50min
para discutir as se¢oes[lle[2 e outras duas sessoes de 50min
para a Secao [Bl Na Secao Bl ressalte que os critérios de
congruéncia de triangulos sao dispositivos que permitem
concluir a congruéncia de dois triangulos sem que haja a
necessidade de verificar se, nos dois triangulos, todos os
lados e os angulos correspondentes a esses lados sao con-
gruentes. Ressalte também os resultados que versam sobre
a congruéncia dos angulos da base de um triangulo isésceles
e a congruéncia dos trés angulos internos de um triangulo
equilatero, pois eles serao tteis nos préximos modulos.

Sugestoes de Leitura Complementar

. A. Caminha. Tdépicos de Matemdtica Elementar, Vo-

lume 2: Geometria Euclidiana Plana. Rio de Janeiro,
SBM, 2013.

. O. Dolce e J. N. Pompeo. Os Fundamentos da Ma-

temdtica Elementar, Volume 9: Geometria Plana. Sao
Paulo, Atual Editora, 2012.
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