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1 Quadrilateros inscritiveis

As configuragoes geométricas de inscrigdo e circunscri¢ao
de um poligono num circulo A aparecem em varias figuras
e ornamentos de objetos desde a antiguidade.

No caso de tridngulos, a situagdo é bem definida e foi
abordada quando estudamos os pontos notaveis de um
tridngulo (circuncentro e incentro de um tridngulo). Uma
situacao mais geral serd o objeto de estudo deste material,
comecgando com a inscri¢do de quadrilateros.

Para quadrilateros, o teorema seguinte fornece condigoes
necessarias e suficientes para inscricdo em um circulo.

Teorema 1. Um quadrilditero convero é inscritivel num
circulo se, e somente se, seus pares de dngulos opostos sao
suplementares.

Prova. Seja ABCD um quadrildtero convexo, e supo-
nha que esse quadrilatero esteja inscrito num circulo
A = C(O,r). Consideremos os dngulos opostos ZBCD
e ZDAB, respectivamente (veja a figura abaixo).

Eles subentendem os arcos DAB e BCD, determinados
pelos extremos comuns B e D e de medidas 23 e 2a, res-
pectivamente, onde « = BAD e = BCD.

Como a soma das medidas desses arcos é igual a 360°,
segue do Teorema do Angulo Inscrito que

~ ~ 360
BCD+DAB=a+f= "5 = 180

Portanto, os angulos ZBCD'e ZDAB sio suplementares.
Reciprocamente, se os dngulos opostos ZDAB e ZBCD
sdo suplementares; vamos mostrar que o quadriladtero
ABCD ¢ inscritivel. Precisamente, esta inscrito no tnico
circulo que passa, por trés dos pontos A, B, C' e D.

Uma vez que a soma dos angulos internos de um qua-
drilatero convexo ¢é 360°, concluimos que os angulos opos-
tos ZABC e £C DA também sdo suplementares. Tracemos
o circulo A que passa pelos pontos A, B e C. Temos trés
possibilidades para o ponto D: ele estd no interior de A,
sobre A ou no exterior de \.

Suponhamos primeiramente que D esteja no exterior de
A, e seja F o ponto de intersecdo da semirreta AD e A.
Como o quadrildtero ABC'E esté inscrito em A, a parte ja
demonstrada do teorema garante que os pares de angulos
opostos de ABCE sao suplementares; em particular, temos
ABC + CEA = 180°.

Mas, por hipdtese, temos também ABC + CDA = 180°,
de sorte que
CEA=CDA.

Observe, entdao, que ZCEA é um angulo externo do
tridngulo CED, de medida igual aquela do dngulo interno
ZCDA. Tsso contradiz o Teorema do Angulo Externo, e
nos forga a concluir que D nao pode estar no exterior de
A

Um raciocinio semelhante mostra que D também néo
estd no interior de A. Portanto, a inica possibilidade que
nos resta é D estar sobre A e, assim, o quadrilitero ABC' D
estd inscrito em . O

A seguir, veremos mais dois conjuntos de condi¢bes ne-
cessarias e suficientes para um quadriladtero ser inscritivel.
O primeiro é uma_ consequéncia imediata do Teorema an-
terior e tem o seguinte enunciado:

Teorema 2. Um quadrildtero convero é inscritivel num
circulo se, e somente se, um dangulo externo e o angulo
interno oposto ao vértice desse angulo externo sdo congru-
entes. Em simbolos (veja a figura abaizo), dado o qua-
drildtero convero ABCD, se o angulo externo ZEAD (E

um ponto da semirreta BA) e o dngulo interno ZBCD
(oposto ao vértice A) sdo congruentes, entio o quadrildtero
€ inscritivel.  Reciprocamente, se ABCD ¢é inscritivel,
entdo o angulo externo ZEAD e o dangulo interno ZBCD
sao congruentes.

Prova. Observe inicialmente que, como BAD + DAE =
180°, temos

BAD + BCD = 180° < BCD = 180° — BAD
& BCD = DAE.

Agora, basta aplicar o teorema anterior. O
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O segundo conjunto de condi¢oes tem um enunciado que,
conforme veremos logo em seguida, permite sua aplicacao
de forma bastante eficiente em muitas situacoes.

z

Teorema 3. Um quadrildtero convexo é inscritivel se, e
somente se, o angulo formado por um lado e uma diagonal
€ igual ao angulo formado pelo lado oposto e pela outra
diagonal.

Prova. Seja ABCD um quadrildtero com lados opostos
AB e CD e diagonais AC e BD.

Inicialmente, suponha que esse quadrilatero esteja ins-
crito num circulo A = C(O,r) (veja a figura abaixo).

Consideremos os angulos ZABD e ZACD determinados
cada um deles por um lado e uma diagonal. Uma vez tais

angulos que subentendem o mesmo arco AD do circulo
circunscrito, o Teorema do Angulo Inscrito garante que
eles possuem a mesma medida: ABD = a = DCA.

Reciprocamente, suponha que o angulo /ZABD, formado

pelo lado AB e pela diagonal BD, e o angulo ZACD,

formado pelo lado CD e pela dlagonal AC, possuem a
mesma medida «. Vamos mostrar que ABC' D esté inscrito
no circulo A que passa pelos pontos A, B e C' (veja a figura
abaixo). Para tanto, temos trés possibilidades para o ponto
D: ele esta no interior de A, sobre A ou no exterior de .

Suponha primeiramente que D esteja no exterior de A,
e seja E o ponto de interse¢do de C'D e A (veja novamente
a figura abaixo).

Como o quadrilatero ABCE esté inscrito em A, a parte
ja demonstrada do teorema garante que ABE = ACE.
Por outro lado, segue de E pertencer a CD e de nossa
hipétese que

ACE = ACD = a = ABD.

0go, ABE = ABD e, pela construcdo de angulo, ﬁ =
BD. Mas, como D ¢ E pertencem a CD, devemos ter
D = FE € ), o que é uma contradigao.

Um raciocinio semelhante mostra que D também mao
estd no interior de A. Portanto, D estd sobre A e, assim, o
quadrilatero ABCD estd inscrito em . O

Finalizamos esta secao com as seguintes observacoes.

1. Qualquer um dos Teorema [I [ ou Bl garante que
todo quadrado e todo retangulo é um quadrilatero
inscritivel. De forma mais geral, se uma das dia-
gonais de um quadrilatero convexo o divide em dois
tridngulos retangulos tendo tal diagonal como hipote-
nusa comum, entao o quadrildtero convexo é inscritivel
(veja a figura a seguir).

2. Dado um trapézio isésceles ABCD de bases AD e
BC, mostramos no Teorema 3 do material sobre qua-
drilateros que os triangulos ABD e DCA sdo congru-
entes. Logo, ABD = DCA, e o Teorema[3lgarante que
todo trapézio isésceles é um quadrilatero inscritivel
(veja a figura abaixo).

3. Um quadrildtero convexo ABCD ¢ inscritivel em um
semlclrculo de didmetro AD se, e somente se, ABD =
ACD = 90° (veja a figura a Segulr).
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Uma justificativa desse resultado pode ser feita usando
o Teorema[3 e observando que um tridngulo é retangulo se,
e somente se, estd inscrito em um semicirculo. Deixamos
os detalhes dessa justificativa para o leitor.

2 Quadrilateros circunscritiveis

Como ocorreu com o problema da inscricdo de qua-
drilateros, estabeleceremos condigdes necessarias e sufici-
entes para que um quadrildtero seja circunscritivel. O
resultado a seguir é usualmente creditado ao matemaético
grego Pitot.

Teorema 4 (Pitot). Um quadrildtero convezo pode ser cir-
cunscrito a um circulo se, e somente se, a soma das medi-
das de dois lados opostos € igual a soma das medidas dos
outros dois lados opostos.

Prova. Suponha que o quadrilatero convexo ABCD es-
teja circunscrito ao circulo A = C(0,r), e sejam R, S, T e
U os pontos de tangéncia com \ dos lados AB, BC, CD e
DA, respectivamente (veja a figura a seguir).

Usando o Teorema 5 do material Circulos: Elementos,
Arcos e Angulos Inscritos, podemos escrever AR = AU,
BR =BS,CS=CT ¢ DT = DU. Assim,

AB+CD = (AR + BR)+ (CT + DT)
= (AU +BS) + (CS+ DU)
= (AU + DU) + (BS + CS)
=AD + BC.

Reciprocamente, se ABCD é um quadrilitero convexo
para o qual AB 4+ CD = AD + BC, vamos mostrar que
ABCD pode ser circunscrito no tnico circulo A que tan-
gencia os lados AB, BC e CD do quadrilatero.

Para tanto, sejam R, S e T', respectivamente, os pontos
de tangéncia de A\ com AB, BC e CD (veja a préxima
figura).

D E T

Suponha, por absurdo, que ABC'D nao seja circunscritivel
a A. Entao, se £ é o ponto de intersecdo de C'D com
a tangente a A passando por A, temos que DE #°0 e o
quadrilatero convexo ABCE esta circunscrito a A. Segue,
pois, da parte ji demonstrada que AB+ CE = AE + BC.
Além disso, por hipétese temos AB+CD = AD + BC, de
forma que

AD 4 BC = AB+ CD = AB + (CE + ED)
= (AB+CE)+ ED
=(AE+BC)+ ED.

(Utilizamos o sinal + se, como na figura acima, E estiver
sobre o segmento CD; utilizamos o sinal — se D estiver
sobre o segmento CE — faca uma figura correspondente a
esse caso.) Cancelando BC da primeira e tiltima expressdes
acima, obtemos

AD = AE £ ED,

o que contradiz a Desigualdade Triangular aplicada ao
tridngulo ADE. Portanto, o quadrilatero ABCD é cir-
cunscritivel a . O

Observe que, como decorréncia imediata do Teorema de
Pitot, concluimos que todo losango ABCD (e, em particu-
lar, todo quadrado) é circunscritivel (veja a figura abaixo).

3 O caso geral dos poligonos

Quando todos os lados de um poligono convexo forem tan-
gentes a um circulo A\ = C' (O, r), é possivel mostrar que
A estd contido no interior do poligono. Nesse caso, dire-
mos que o poligono esta circunscrito a )\ e que \ esta
inscrito no poligono.
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Como os lados do poligono tangenciam A em pontos que
estao a uma mesma distincia r do centro O, as bissetrizes
dos angulos internos do poligono concorrem em O. Por
exemplo, nas notagoes da figura a seguir, a caracterizacao
da bissetriz como lugar geométrico garante que

OR = 0S = RBO = SBO = CBO = ABO.

Uma vez que O é unicamente determinado, concluimos
que o circulo A é também tnico, sendo denominado o
circulo inscrito no poligono. Veja que \ fica comple-
tamente determinado por trés de seus pontos de tangéncia
com os lados do poligono!

A situacdo dual é aquela de um poligono convexo cujos
vértices estdo situados sobre um circulo A = C (O, r) (veja
a préxima figura). Nesse caso, dizemos que o poligono
esta inscrito em )\ e que A estd circunscrito ao
poligono.

Uma vez que todos os vértices do poligono estao situa-
dos a uma mesma distancia r do centro O, a caracterizacao
da mediatriz como lugar geométrico garante que as me-
diatrizes dos lados do poligono concorrem em O, sendo
este ponto denominado o centro do circulo circunscrito ao
poligono. Observe que A fica completamente determinado
por trés vértices do poligono!

Conforme mostraremos agora, poligonos regulares sao
sempre inscritiveis e também sempre circunscritiveis, e os
centros dos circulos inscrito e circunscrito coincidem.

Teorema 5. Se P = ABCDEF ...
de n lados, entao:

€ um poligono regular

(a) P € inscritivel em um circulo.

(b) P é circunscritivel a um circulo.

(c) Os circulos inscrito e circunscrito a P. sdo
concéntricos.
Prova.

(a) Sem perda de generalidade, podemos supor n > 3.
Sejam ABCDEF... um poligono regular e A = C'(O,r) o
tnico circulo que passa pelos pontos nao colineares A, B
e C, os quais sao vértices consecutivos'de P. Conforme
sugere a figura a seguir, mostraremos que A também passa
pelos demais vértices do poligono.

Para tanto, observe inicialmente que, como OB = OC =
r, o triangulo OBC é isésceles e, portanto, OBC = OCB.
Além disso, como os angulos internos de um poligono re-
gular sao congruentes, temos

OBA = ABC — OBC = BCD — OCB = OCD.

Agora, como AB = CD (por serem ambos lados de um
poligono regular), OB = OC e OBA = O@D, ocaso LAL
garante que os tridngulos OAB e ODC sdo congruentes.
Dai temos OD = OA, e isso mostra que D também per-
tence ao circulo A.

Por fim, como o mesmo argumento pode ser repetido,
sucessivamente, para mostrar que E, I, .... s@o pontos de
A e, assim, temos que P estd inscrito em .

(b) Novamente sem perda de generalidade, podemos su-
por n > 3. Sejam ABCDEF... um poligono regular e
A = C(O;r) o circulo circunscrito a P, construido como

em (a). Entdo, os tridngulos OAB, OBC, OCD, ODE
etc s@o todos isésceles (pois OA = OB =0C = ... =)
e congruentes (pois AB = BC = CD = ...). Portanto,

as distdncias de O aos lados AB, BC, C'D etc também
sdao todas iguais. Denotemos por r’ o seu valor comum,
a nocao de distancia e o Teorema 1 do material Circulos:
Elementos, Arcos e Angulos Inscritos, garantem que esses
lados sdo tangentes ao circulo N = C(O;r’) , ou seja, N
é inscrito em P. (Na figura abaixo, X' é o circulo ponti-
lhado.)
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(¢) A demonstracdo do item (b) mostrou que os circulos
inscrito e circunscrito tém um mesmo centro. (]

Gragas ao teorema anterior, diremos que o centro comum
dos circulos inscrito e circunscrito a um poligono regular é
o centro do poligono. Observamos ainda que, quando o
numero de lados de um poligono regular é par, seu centro
é um centro de simetria do poligono.

No caso de poligonos convexos nao regulares com
ntmero de lados maior do que 4, nao temos conjuntos de
condigoes suficientes para a inscricado ou circunscri¢gdo em
um circulo.

Entretanto, no caso de poligonos convexos com um
numero par de lados, temos conjuntos de condi¢oes ne-
cessdrias para a inscri¢ao e circunscrigdo num circulo, as
quais generalizam aquelas apresentadas para quadrildteros.

Comecemos examinando o caso da circunscrigao de um
poligono a um circulo.

Teorema 6. Seja P = A1 AsAs ... Asp_1 Aoy, um poligono
convexo de 2n lados (n > 2). Se P estd circunserito a
um circulo A = C(O,r), entdo a soma das medidas dos
n lados de P, tomados de forma alternada e consecutiva-
mente, € igual d soma das medidas dos m lados restantes.
Em sitmbolos, sendo l; = A;A;11 para i =1,2,...,2n —1,
elop = A Ay, tem-se

Sl =3 b (1)
k=1 k=1

A demonstracao do teorema a seguir é bastante similar
aquela'do Teorema de Pitot e, por isso, serd deixada como
exercicio para o leitor. A titulo de sugestédo, a figura a se-
guir ilustra um poligono convexo nao regular Ay A, ... Ag,
circunscritivel. Nela, observe que, sendo T} e T5 os pon-
tos de tangéncia do circulo inscrito com os lados A; A5 e
As A3, respectivamente, temos AsT; = AxTs. Da mesma
forma, A1Tgs = ATy e A3Ty = A3T3. Tais igualdades, adi-
cionadas membro a membro convenientemente, fornecem
a demonstragao desejada.

A3 15 A2

Segue do Teorema acima que, se para um poligono con-
vexo P = B1BsBs ... Ba,—1Bay, a igualdade () mao é sa-
tisfeita, entdo P nao é circunscritivel. Por outro lado, se
tal igualdade for satisfeita, P nao necessariamente sera
um poligono circunscritivel.- Por exemplo, a figura a se-
guir mostra um poligono regular (logo, circunscritivel) P =
B; By B3 By B; Bg; tomando um ponto B] sobre a mediatriz
de By Bg e distinto de By, temosque Q = B By B3 B4 Bs Bg
nao é circunscritivel, ainda que os comprimentos de seus
lados também satisfagam uma relagao do tipo ().

No caso de inscricdo de poligonos convexos nao regula-
res, podemos enunciar o seguinte resultado geral.

Teorema 7. Seja P = A1AsAs ... Asp—1 Ao, um poligono
convezo de 2n lados, n > 2, e sejam o; = Agi,lggiAgiH e
B; = Agi,gA/gi,\lAgi as medidas dos angulos internos de P
com vértices no pontos As; e Ao;_1, Tespectivamente, para
1=1,2,...,n (com a convengio de que o, = Agn,lA\gnAl
e by = Aanzl\lAQ). Se P estd inscrito num circulo X =
C(O,r), entdo:

a1+a2+~~~+an:180°(n71). (2)

Br+Pa+ -+ fn=180°(n—1).

Prova. Inicialmente, observe que

n n
Z a; + Z Bi
i=1 i=1
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é a soma de todos os angulos de P, logo, igual a 180°(2n—2)
(lembre-se de que o poligono tem 2n lados!). Portanto, se
ja tivermos a validade de (@), seguird que

Zat

= 180°(2n — 2) — 180°(n —1)
= 180°(n — 1).

ZBL = 180°(2n — 2)

i=1

Para o que falta, consideremos o caso de um poligono
convexo P = AjAsAs...A7As, inscritivel (a demons-
tragio do caso geral resulta completamente andloga).
Qualquer escolha de quatro dos vértices de P determina
um quadrildtero convexo inscritivel, para o qual podemos
aplicar os resultados de inscricdo ja vistos. Assim (veja a
figura abaixo), fixando o vértice A; e considerando a de-
composicdo de P nos quadrildteros A1 As Az Ay, A1 AyAsAg
e A1 AgA7Asg, obteremos a prova do Teorema.

Como o quadrilatero Ay A3 A3 A4 estd inscrito em A, vale
a igualdade:

180° = A; Ay Ay + A3 AL A,

O quadrilatero A1 A4 A5Ag também estd inscrito em A, de
modo que: - -
180° = A1 A4 A5 + AsAgA;.

Finalmente, o quadrilatero A AgA7Ag esté inscrito em A.
Logo, temos:

180° = A, Ag A7 4 A, AgA,.

Somando membro a membro as trés igualdades acima e
reagrupando as parcelas, obtemos

180° (4 — 1) = (AlAAgAg, + A3fT4A1) + (AlAA4A5 + AwTeAl)
n (AJFGA7 + A721§A1)
— A Az As + (ASAA4A1 + AIAA4A5)
+ (AsAAaAl + AlAA6A7) + A7 AsA,

= A1 Az As + AsAsAs + AsAcAr + A7 As A

= o1 + a2 + a3 + og.

Segue do teorema anterior que, se para um poligono con-
vexo P = A1 AsAs ... Agp_1As, a igualdade (2) néo é sa-
tisfeita, entdo P nao é inscritivel. Por outro lado, se ela é
satisfeita, P ndo é necessariamente um poligono inscritivel.
Por exemplo, na figura a seguir, P = A; A2A3A4A5A6 ére-

gular e, portanto inscritivel; entretanto, se A 1AL || AlAg,

entdao Q = Aj A, A3 A4 A5 Ag ndo é inscritivel mas satisfaz
>

—
@) (uma vez que o paralelismo entre A} Al e A;As ga-
rante que as medidas dos angulos internos de Q também
sdo todas iguais).

Dicas para o Professor

O contetdo dessa aula pode ser visto em dois encontros
de 50 minutos cada. O estudo das justificativas dos resulta-
dos desse tépico é uma excelente oportunidade para rever a
teoria sobre arcos e dngulos num circulo e, portanto, deve
ser incentivado. Conforme serd visto mais adiante, ob-
servamos que as configuragoes de inscri¢ao e circunscri¢ao
de um poligono num circulo permitem estabelecer relacoes
métricas envolvendo o circulo A, relacbes estas que tém
aplicagdes em varios contextos praticos. Assim, o profes-
sor pode fazer algumas escolhas, dentro desse contexto, e
apresenté-las como aplicagoes.

A referéncia [2] contém vérios exercicios simples envol-
vendo inscrigao e circunscri¢do de quadrilateros e, mais ge-
ralmente, poligonos convexos. A referéncia [1] traz vérios
problemas mais dificeis e resultados mais profundos en-
volvendo os conceitos de inscri¢do e circunscri¢ao de qua-
drilateros.
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