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Prefacio

Este texto foi escrito como parte de um projeto de treina-
mento de professores de Matematica do 2° grau, financiado pela
Fundac¢io VITAL, e iniciado no Rio de Janeiro, em janeiro de
1991. Aproveitamos para agradecer & VITAE por esta iniciativa.

A Analise Combinatéria tem sido frequentemente indicada
por professores do 29 grau como sendo a parte da Matematica
mais dificil de ensinar.

Apesar de repleta de problemas capazes de motivar os alunos,
é considerada uma disciplina complicada, em que os alunos tém
dificuldade de encontrar a férmula correta para cada problema.
Neste texto procuramos resolver problemas de contagem através
do uso de alguns principios fundamentais, evitando, sempre que
possivel, recorrer ac uso de férmulas.

O livro incorpora a experiéncia dos autores em ensinar Anélise
Combinatéria a alunos de 22 grau, especialmente por parte do
primeiro autor.

Ric de Janeiro, margo de 1991,

Angusto César de Oliveira Morgado
Joao Bosco Pitombeira de Carvalho
Paulo Cezar Pinto Carvalho

Pedro Fernandez



1. Introducao

1.1 O que é Combinatoéria 7

O que é Analise Combinatéria ou simplesmente Combinatéria?
A maior parte dos alunos do 2° grau responderia que ela é o es-
tudo das combinacdes, arranjos e permutacoes. Isso no entanto é
uma resposta parcial pois, embora combinagoes, arranjos e per-
mutagoes facam parte da Analise Combinatéria, sao conceitos
que permitem resolver um tipo de problemas de Analise Com-
binatéria: os de contagem de certos tipos de subconjuntos de um
conjunto finito, sem que seja necessario enumerar seus elemen-
tos. No entanto, a Analise Combinatéria trata de varios outros
tipos de problemas e dispoe, além das combinacdes, arranjos e
permutagoes, de outras técnicas para atacé-los: o principio da in-
clusao-exclusao, o principio das gavetas de Dirichlet, as fun¢bes
geradoras, a teoria de Ramsey sdao exemplos de técnicas poderosas
de Analise Combinatéria. Pelo menos uma delas, o principio das
gavetas de Dirichlet, é mais simples ou pelo menos tdo simples
quanto o estudo das combinagdes, arranjos e permutagdes.

De maneira mais geral, podemos dizer que a Anélise Com-
binatéria é a parte da Matematica que analisa estruturas e relacoes
discretas.

Dois tipos de problemas que ocorrem frequentemente em
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Anélise Combinatéria sao:

1) Demonstrar a existéncia de subconjuntos.de elementos de
um conjunto finito dado e que satisfazem certas condicoes

2} Contar ou classificar os subconjuntos de um conjunto finito
e que satisfazem certas condi¢bes dadas.

Embora a Anélise Combinatéria disponha de técnicas gerais
que permitem atacar certos tipos de problemas, é verdade gue a
solugao de um problema combinatério cxige quase sempre enge-
nhosidade e a compreenséo plena da situagao descrita pela pro-
blema. lssc ¢ um dos encantos desta parte da mateméatica, em
que problemas ficeis de enunciar revelam-se por vezes dificeis,
exigindo uma alta dose de criatividade para sua solucao.

Por que privilegiar o estudo das combinacoes, arranjos e
permutagdes em um primeiro curso de Anélise Combinatéria?

Em primeiro lugar, entre os varios tipos de “nimeros para
contagem” da Anélise Combinatéria, eles sio certamente os mais
simples e de uso mais amplo. Além disso, eles permitem resolver
uma grande quantidade de problemas de Anélise Combinatéria.
Outra razao para seu estudo é a aplicabilidade desses ndmeros
a problemas de probabilidades finitas, um campo de aplicagio
importante da Analise Combinatéria.

Por outro lado, se a aprendizagem destes conceitos se faz
de maneira mecén’ica, limitando-se a emprega-los em situacoes
padronizadas, sem procurar habituar o aluno com a analise cuida-
dosa de cada problema, cria-se a impressac de que a Analise Com-
binatéria é somente um jogo de férmulas complicadas.

1.2 Um pouco de Historia.

O desenvolvimento do binémio (1 + z)™ estd entre os primeiros
problemas estudados ligados & Anélise Combinatéria. O caso
n = 2 ja pode ser encontrado nos Flementos de Euclides, em
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torno de 300 a.C. O tridngulo de Pascal era conhecido por Chu
Shih-Chieh, na China, (em torno de 1300) e antes disso pelos
hindus e arabes. O matemdatico hindu Baskhara (1114-11857),
conhecido geralmente pela “férmula de Baskhara” para a solugéo
de equacoes do 22 grau, sabia calcular o nimero de permutagoes,
de combinacGes e dc arranjos de n objetos. O mesmo aconte-
ceu com o matematico e filésofo religoso francés Levi ben Gerson
(1288-1344), que nascen e trabalhou no sul da Franca, e que, entre
outras coisas, tentou demonstrar o 52 Postulado de Euclides. O
nome coeficiente binomial foi introduzido mais tarde por Michael
Stifel (14867-1567), que mostrou, em torno de 1550, como calcu-
lar (1 4 )™ a partir do desenvolvimento de (14 )" 1. Sabemos
também que o matematico arabe Al-Karaji {fins do século X) co-
nhecia a lei de formacgio dos elementos do triangulo de Pascal,

P+l _ ptl p
C"n+1 - Cn + Cn'

O primeiro aparccimento do triangulo de Pascal no Ocidente foi
no frontispicio de um livro de Petrus Apianus (1495-1552). Nic-
colo Fontana Tartaglia (1499-1559} relacionou os clementos do
triangulo de Pascal com as poténcias de (z + y). Pascal (1623-
1662) publicou um tratado em 1654 mostrando como utilizé-los
para achar os coeficientes do desenvolvimento de (a + &)". Jaime
Bernoulli (1654-1705), em seu Ars Conjectandi, de 1713, usou a
interpretagao de Pascal para demonstrar que

n
(x + y)n - Z: (":)mn—iyi.

i=0
A segunda parte deste livro de Jaime Bernoulli é dedicada a teoria
das combinagoes e permutacoes.

Isaac Newton (1646-1727) mostrou como calcular direta-
mente (1 + #)™ sem antes calcular (1 + z)®"L. Ele mostrou que
cada coeficiente pode ser determinado, usando o anterior, pela

féormula
n _n—rfn
r+1) r+1\r/)
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Em verdade, Newton foi além disso, ¢ mostrou como de-
senvolver (z 4 y)”, onde » é um nimero racional, obtendo neste
caso um desenvolvimento em série infinita.

. Uma outra dire¢do de generalizag¢iio do teorema do bindmio
é considerar poténcias da forma

(@ +y+-+2)",

o chamado teorema mutinomial, que foi descoberto por Leibniz
(1646-1716) e demonstrado também por Johann Bernoulli (1667-
1748).

Abraham De Moivre {1667-1754), Daniel Bernoulli (1700-
1782) e Jacques Phillipe Marie Binet (1786-1856) mostraram como
achar diretamente os nimeros de Fibonacci*, sem ser NECessario
caleular todos eles, até o que desejamos. Para isso, De Moivre
utilizou pela primeira vez uma técnica extremamente poderosa,
a das funcdes geradoras. Esta técnica, muito (til para estudar
sucessOes recorrentes, fol bastante desenvolvida por Buler (1707-
1783), em seu livro classico Introductio in Analysin Infinitorum,
onde ele a utiliza para atacar o problema das parti¢des de um
inteiro. O interesse de Euler por este problema surgiu devido a
uma pergunta que lhe foi feita pelo matematico francés Phillipe
Naudé, que trabalhava em Berlim, em uma carta, na qual, entre
outras coisas, perguntava de quantas maneiras um ntmero pode
ser escrito como soma de inteiros positivos distintos. Esta per-
gunta, prontamente respondida por [uler, fol a origem da “teo-
ria das partigées” ou “partitio numerorum”, como escreveu Euler.
Mas suas contribuigdes & Andlise Combinatéria nao se limitaram a
isso. Varias obras suas, muitas delas sobre probabilidades, contém
resultados importantes da Analise Combinatéria. Em particular,
devemos a ele o enunciado e a solugdo do Problema das Sefe Pontes
de Konigsberg, um teorema da Teoria dos Grafos, parte muito im-
portante, atualmente, da Analise Combinatoria.

*Fibonacci, també:mn conhecide per Leonardo de Pisa {11757-12507)

-
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A Analise Combinatoéria tem tido um ¢rescimento explosivo
nas liltimas décadas. A importancia de problemas de enumeragao
tem crescido enormemente, devido a necessidades em teoria dos
grafos, em anélise de algoritmos, etc. Muitos problemas impor-
tantes podem ser modelados matematicamente como problemas
de teoria dos grafos (problemas de pesquisa operacional, de ar-
mazenamento de informacgoes em bancos de dados nos computa-
doves, e também problemas de matematica “pura”, como o famoso
problemna das 4 cores).

J& em 1937 o matematico hingaro-americano George Pélya
(1887-1985) introduziu nova e importante técnica de enumeracéo,
que se tem prestado &s mais variadas aplicacoes, permitindo tratar,
de maneira unificada, desde a enumeracao do niimero de isémeros
de uma substancia, até a enumeraciao de grafos, principalmente
arvores, resolvendo problemas que até entio eram atacados so-
mente por métodos “ad hoc”. Como dissc Pdlya, sua teoria é
uma maneira de enumerar configuragées nao- equivalentes rela-
tivamente a um grupo de permutagées dado. Um exemplo sim-
ples de aplicagdo da teoria do Pélya é o de determinar o niimero
de tetraedros regulares “diferentes” com faces pintadas com duas
cores, preto e branco, por exemplo. Podemos ter um tetraedro
todo preto, outro todo branco, um com uma face branca e as
outras pretas, etc. Dois tetraedros sdo considerados “diferentes”
se um deles nao pode ser obtido do outro pot meio de rotagoes.

Outra teoria importante de Combinatéria foi criada pelo
l6gico inglés F. P. Ramsey (1903-1930}; ela garante a existéncia de
certas configuracoes. Um dos exemplos mais simples do chamado
teorema de Ramsey afirma que se tivermos no plano um conjunto
de n pontos, com n > 6, no qual nao ha trés pontos colineares,
entao, se unirmos todos os pontos dois a dois, usando duas cores
distintas, por exemplo preto ¢ branco, para tracar os segmentos
de reta que unirao os pontos, entdo for¢osamente teremos for-
mado um triangulo cujos lados sdao todos da mesma cor (preto ou
branco).
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Diz-se geralmente que a Teoria das Probabilidades originou-
se com Blaise Pascal (1623-1662) e Pierre de Fermat (1601-1665),
devido & curiosidade de um cavalheiro, o Chevalier de Méré, jo-
gador apaixonaco, que em cartas discutiu com Pascal problemas
relativos & probabilidade de ganhar em cerlo jogos de cartas. Des-
pertado seu interesse pelo assunto, Pascal correspondeu-se com
Fermat sobre o que hoje chamariamos de probabilidades finitas.

Mas ern verdade a teoria elementar das probabilidades ja
tinha sido objeto de atencao bem antes. Levando em conta o
fascinio que os jogos de azar sempre excrceram sobre os homens,
estimulando-os a achar maneiras seguras de ganhar, nao é de es-
pantar que muito cedo problemas relativos a jogos de cartas ou
de dados tenham atraido a aten¢ao de pessoas com mentes mais
especulativas. J4 na Diving Comdédia, de Dante Alighieri (1265-
1321), ha uma referéncia a probabilidades em jogos de dados. IEm
verdade, o desenvolvimento da Anilise Combinatoria deve-se em
grande parte & necessidade de resolver problemas de contagem
originados na teoria das probabilidades.

A primeira obra conhecida em que se estudam as proba-
bilidades é o livrto De Ludo Aleae, (Sobre os jogos de Azar), de
Jerénimo Cardano (1501- 1576), publicado em 1663. E possivel
que o intercsse de Cardano pelo assunto se deva a sua paixao pelos
jogos de azar. Nas palavras de Isac Todhunter, em sua {listoria
da Teoria Matemdtica da Probabilidade, “O livro pode ser bem
descrito como win manual para jogadores. Contém muito sobre jo-
gos, com descri¢des de jogos e com as preocupagdes que se deve ter
para se proteger de adversarios dispostos a irapacear; a discussao
relativa s probabilidades sao parte pequena de seu tratado”. Uma
traducao para o inglés moderno do livro de Cardano encontra-se
no livre Cardano, the (fambling Scholar, de Oysten Ore.

Na parte dedicada & probabilidade Cardano mostra, entre
outras coisas, de quantas maneiras podemos obter um nimero,
langando dois dados. Assim, por exemplo, 10 pode ser obtido de
3 maneiras: 5 em cada dado, 6 no primeiro e 1 no segundo, ¢ 4 no

-
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primeiro e 6 no segundo.

Além de Cardano, Johannes Kepler (1571-1630) fez algu-
mas observagoes sobre probabilidades, em um livro publicado em
1606 (De Stella nove in pede Serpentarii), em que estuda as dife-

rentes opinioes sobre o apararecimento de uma cstrela brilhante
em 1604.

Também Galileu (1564-1642) preocupou-se com as proba-
bilidades, estudando os jogos de dados, para responder & pergunta
de um amigo: Com trés dados, o ntimero 9 e o niimero 10 podem
ser obtidos de seis maneiras distintas, cada um deles. No entanto,
a experiéncia mostra quc 10 é obtido mais frequentemente do que
9. Como explicar isso? Galileu estudon cuidadosamente as pro-
babilidades envolvidas ¢ mostrou, corretamente que, de 216 casos
possiveis, 27 sdo favordveis ao aparccimento do mimero 10 e 25
sao favordvels ao aparecimento do niimero 9.

Malgrado investigacOes destes precursores, a Teoria das
Probabilidades s6 comeca a se desenvolver realmente a partir dos
trabalhos de Pascal. J4 vimos como Pascal estudou o triangulo
aritmético que leva seu nome. Ele o aplicou ac estudo dos jogos
de carlas.

Christian Huygens (1629-1695) publicou em 1657 o primeiro
tratado de Teoria das Probabilidades, o De Ratiociniis in Ludo
Aleae.

A Teoria das Probabilidades nao despertou logo grande in-
teresse entre os matemaiaticos que se seguiram a Pascal ¢ Fermat,
os quais estavam atraldos pelas investigacoes relativas ao calculo,
criado por Newton e Leibnitz. No entanto, percebeu-se imedi-
atamente a utilidade da Teoria das Probabilidades para estudar
sitnagoes como taxas de mortalidade, prémios de seguros, etc.
S&0 intimeras, ainda no século XVIII, as publicacbes estatisticas
sobre impostos, doencas, condenacdes, etc., organizadas pelos go-
vernos, que viram logo o poder deste instrumento de observacao
social. Em 1662, John Graunt (1620-1674) utiliza os registros de
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falecimentos para determinar a taxa de mortalidade em Londres.
Passou-se em seguida a utilizar a idéia de Graunt no cilculo de
rendas vitalicias, que dependem da esperanga de vida. A primeira
tentativa séria de célculo de rendas vitalicias é devida a Johan
de Wit (1625-1672) juntamente com Johan Hudde (1628-1704),
prefeito de Amsterdam, que consultavam frequentemente Huygens
sobre o problema.

Outros se interessaram por este problema. O astrénomo
Edmund Halley (1656-1742) publicou uma tabela de taxas de mor-
talidade em 1693, posteriormente utilizada por De Moivre. Euler
(1710-1761) e Simpson (1687-1768) também estudaram este pro-
blema, que envolve matematica, economia e politica. Os primeiros
resultados estatisticos realmente utilizados (por quase um século,
pelas companhias de seguros inglesas), sao as tabelas calculadas
por Richard Price {1723-1791) em 1780, utilizando os registros de
falecimento da diocese de Northampton.

No famoso livro de Jaime lfernou]]i, Ars Cnjectandi, que
J4 citamos, encontramos um teorema de importancia decisiva em
Teoria das Probabilidades. Conhecido como Teorema de Bernoulli,
€ também chamado de Lei dos Grandes Nimeros, nome que lhe foi
dado pelo matemético francés Siméon Poisson (1781-1840). Este
teorema foi a primeira tentativa de deduzir medidas estatisticas a
partir de probabilidades. Ele afirma, por exemplo, que se dois
eventos sao ignalmente provaveis, apés um grande nimero de
experimentos eles terdo sido obtidos aproximadamente o mesmo
niimero de vezes. () teorema permite também deduzir qual a
probabilidade de cada um dos eventos acontecer, sabendo como
se comportaram em um grande mimero de experimentos. A Lei
dos Grandes Nimeros deu origem a discussées conceituais ou fi-
loséficas sobre o conceito de probabilidade.

Jaime Bernoulli foi o primeiro de uma longa linhagem de
matematicos e sdbios de uma familia suica. Seu diario mostra que
ele comegou a interessar-se pelos problemas de combinatéria e de
probabilidades em torno de 1685. Manteve longa correspondéncia

\
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sobre o assunto com Leibniz, que levantava objegoes ao Teorema
de Bernoulli.

Outro matematico que muilo se dedicou & teoria das proba-
bilidades e que, possivelmente, s6 perde para Laplace (1749-1827)
em contribuiches ao assunto, foi Abraham De Moivre. Protes-
ante frances, foi obrigado a refugiar-se em 1685 na Inglatarra,
onde viveu até sua morte. Malematico versatil. com trabalhos
imporlantes em varios campos, era muito respeitado. Newton.
por exemplo, j4 em seus 1iltimos anos de vida. ao the perguntarem
sobre um problema de matemética, respondeu “procure o Sr. De
Moivre, cle conhece estas coisas melhor do que eu’”.

Além de varias investigacdes sobre probabilidades, De
Moivre esereveu um tratado sobre o assunto (que foi usado du-
rante muito tempo, o Doutrina de Acaso, ecm que est@o incluidos
muitos de seus trabalhos. Em particular, ele desenvolve u teoria
das sucessdes recorrentes, ¢ a usa para resolver varios problemas
de probabilidades.

Devemos ainda citar o matematico inglés Thomas Bayes
(1702- 1761), que iniciou as investigagbes sobre o problema de
achar as probabilidades das causas de um evento observado.

A Teoria das Probabilidades contém muitos problemas in-
teressantes, alguns dos quais conduzem a resnltados inesperados
ou & primeira vista paradoxais. Tem também dado origem a dis-
cusses filoséficas sobre o que é o acaso, o que séo probabiidades,
ete. Um problema interessante, muito conhecido, é o chamado
problema da agulha de Buffon™: Considere uma drea plana, divi-
dida em faixas de larguras iguais. a. por retas paralelas. Lance
sobre esta regifio, ao acaso, uma agulha de comprimento 27, com
2r < a. Qual a probabilidade de que a agutha corte uma das
paralelas? O resultado, surpreendente & primeiva vista, ¢ 4r /wa.

Certamente o matematico que mais contribuiu para a teo-
ria das probabilidades foi Laplace. famoso também por suas con-

*Clanrges Lowiz Leclero, londe de Buffon (1707-1783). natnralizta rances
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tribuicoes a outras areas da matematica, como a mecanica analiti-
ca, onde atacou o problema da estabilidade do sistema solar. Seus
intimeros trabalhos sobre as probabilidades foram incorporados
em seu monumental Tratado Analitico das Probabilidades, onde
sao discutidos imimeros problemas de probabilidades, introduzi-
das técnicas poderosas, como a das fungoes geradoras, aproxi-
macoOes para probabilidades usando os métodos do céalculo inte-
gral, ete. Fncontramos neste trabalho, em particular, a integral

fe_t:idt,

relacionada com a Distribui¢gao Normal.

1.3 Conjuntos

~

Certamente o leitor desta monografia esta familiarizado com os
rudimentos da teoria dos conjuntos. Assim, o propdsito deste
capitulo é simplesmente revisar rapidamente essas nogoes basicas
¢, a0 mesmo lempo, fixar a notagao que usaremos nos capitulos
posteriores.

Letras maidsculas, como por exemplo A, B,... ¥, Z, in-
dicardo conjuntos. A letra grega {2 (0mega) representard o con-
Junto universal em uma situagdo determinada. Letras minusculas
a,b,...,y, z,w, indicardao elementos desses conjuntos.

A relacdo de pertencer sera indicada pela letra grega €
e escreveremos por exemplo, a € A. O conjunto vazio sera re-
presentado pela letra ¢. Um conjunto com um nimero reduzido
de elementos serd indicado simplesmente listando seus elementos.
Por exemplo, o conjunto ¢uc consiste nos mimeros 1, 2 e 3 sera
representado por

A={1,2,3);
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{1} representa o conjunto que tem como Unico elemento o ntmero
1. Um conjunto pode também ser descrito por uma propriedade
7, comum a todos 0s seus elementos, e escreveremos

A = {z |z tem a propriedade 7 }.
Por exemplo,
A={z|z =2k k=12,...}

descreve o conjunto dos inteiros pares positivos. Usaremos o
simbolo # A para representar o nimero de elementos do conjunto
A, isto é, a cardinalidade de A.

Se todo elemento de um conjunto 4 é também elemento de
um conjunto B, diremos que A é um subconjunto de B e escreve-
remos simbolicamente A C B. Se A C B mas existe um elemento
b& B tal que b ¢ A, {b néo pertence a A), diremos que A é um
subconjunto préprio de B. A Figura 1.1 ilustra esta situago. Ob-
serve que o conjunto vazio € subconjunto de qualquer conjunto A.
Com efeito, se isso néo fosse verdade, deveria haver um elemento
x € ¢ tal que z ¢ A. o que é impossivel.

Q

Fig. 1.1
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Dados dois conjuntos A e B indicaremos por A U B o con-
junto dos elementos que pertencem a 4 ou a B, isto é, o conjunto
dos elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos 4 e
B, Estc conjunto é chamado unido de A com 3. Simbolicamente,

AUB={w€Q|lweAd ou wé€ B}

A parte sombreada da Figura 1.2 ilustra o conjunto AU B.

Fig. 1.2

A uniao de trés conjuntos A, B, C serd representada por
AUBUC.

AUBUC ={weQ|weA ou weB ou weC}

Mais geralmente, a unido de n conjuntos A1, Az, ..., A, é definida

analogamente e representada por

i=1

Dados dois conjuntos A e B, definimos o conjunto inler-
secgdo de A e B como o conjunto dos elementos que pertencem
simultaneamente a A e a B, ou seja,

ANB={wecllweAd e weB}

Cap.1 Intreducdo 13

A parte sombreada da Figura 1.3 ilustra a intersec¢ao de A ¢ B.

Fig. 1.3

No caso de termos por exemplo trés conjuntos, A, B e C,
a interseccao é representada por AN B NC:

ANBNC 2 {we€QlweAd e weB e wel}

A interseccdo de n conjuntos A1, Ag, ... , Ay é representada

T
m Aj.
=1

Dizemos que dois conjuntos A e B sao disjuntosse ANB =

por

¢. Quando temos mais de dois conjuntos, dizemos que eles sao
disjuntos quando forem disjuntos tomados 2 a 2. A Tigura 1.4
ilustra o caso de trés conjuntos disjuntos.
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©)

Fig. 1.4

Dados um conjunto A, chamaremos conjunte complementar de A
o conjunto dos elementos de {} que ndo pertencem a A. Simboli-
camente

A= {weQ|wg A}

A parte sombreada da Figura 1.5 indica o complementar
de A.

Fig. 1.5

Dados dois conjuntos A e B, o conjunto

. ANB°={wellweAd e wé¢ B}

Cap.1 Introdugio 13

é chamado conjunto diferenca de A e B, é representado geralmente
por A — B. A parte sombreada da Figura 1.6 mostra a diferenga
de A c B.

Fig. 1.6
Se B C A, a diferenca A — BB é chamada diferenga propria.

O Teroema 1, a seguir, lista as propriedades mais impor-
tantes que relacionam os conceitos definidos anteriormente.

Teorema 1.

Para todo conjunto A CQ, AU¢=A, AN¢=4d.
A C B seesomentesce AU B =208,
ACBsecsomentese ANB = A.
AU{(BUC}) (AuRB)yucC.

AN(BNC) = {(AnB)NC.
AN(BUC)={ANBYU(ANC).
AU(BNC)=(AUB)N{AUC).
AUA=Q, ANA° = ¢, ¢“= ), °= ¢.
(A®Y = A; A C B se e somente se B C A",
(AU B)® = AN B°.

(AN RB)° =AU B~

[
~ DD NSO RN

bl

A demonstracao deste tcorema é deixada como exercicio.

Introduzimos agora a nocao de produto cartesiano de dois
conjuntos. Dados dois conjuntos A4 e B, chamaremos de produto
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cartesiano de A por B o conjunto de pares ordenados («, ), onde
a ¢ um clemento de A ¢ b é um elemento de . Simbolicamente

AxB={{abl|la€ A bE B}
Por exemplo. se A = {1,2} e B = {1,2, 3}, resulta que
Ax B ={(1,1).(1,2),(1,3),(2,1),(2,2).(2,3) }.

O produto carlesiano de trés conjuntos é definido de forma
semelhante tomando ternos em lugatr de pares. I5m geral, se temos
noconjuntos A1, Az, ..., Ay 0 produto cartesiano Ay x Aa x -+ x
A, é definido como o conjuntio das n-uplas (a1, a2, ... .ay), onde
a1 €A ap € Ar .. ay €A,

A {ltima nocio deste capitulo é a de parti¢do de um con-
junto.

Definigao: Seja A um conjunto {inito néo-vazio. Uma pariicao
de A é uma familia de conjuntos A1, Ag, ..., Ay, lodos nao-vazios,
e Lals que:

1) AqUAy---UAp=A
2) AiNA; — ¢ se i+#j.
Ou seja. os conjuntos A, Ao, ... Ay sio disjuntos dois-a-

dois ¢ sua uniao é% conjunto A. Dizemos também que A foi
pariicionado pelos conjuntos Ay, Az, ..., Ag.

2. Combinacoes e Permutacoes

2.1 Introducao

Neste capitulo sdao apresentadas as ferramentas hdsicas que nos
permitem determinar o nimero de elementos de conjuntos forma-
dos de acordo com certas regras, sem que seja necessario enumerar
seus elementos.

A procura por técnicas de contagem esta diretamente vin-
culada & histéria da Matematica e & forma pela qual as pessoas
tem seu primeiro contato com esta disciplina. A primeira Lécnica
matematica aprendida por uma crianga é “contar”, ou seja, enu-
merar os elementos de um conjunto de forma a determinar quantos
sao os seus elementos. As operagoes aritméticas sao também mo-
tivadas (c aprendidas pelas criancgas) através de sua aplicagdo a
problemas dc contagem.

Por exemplo, a operagao de adi¢do € sempre introduzida
em conexao com um problema de contagem:
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A B AUVUB

Fig. 2.1

A figura 2.1 ilustra um principio basico de contagem, que podemos
chamar de “Principio de Adicao”:

Se A e B sdo dois conjuntos disjuntos, com p e q elementos,
respectivamente, entdo A U B possui p + ¢ elementos.

A seguir apresentamos o “Principio da Multiplicagao”, que,
ao lado do “Principio da Adi¢éo”, constitui a ferramenta basica
para resolver os problemas de contagem ahordados a nivel de 2°
grau. Para motivar tal principio, consideramos o exemplo a scguir,

Numa sala ha 3 homens e 4 mulheres. De quantos mo-
dos é possivel selecionar um casal homem-mulher? Chamando os
homens de hy, ho, hs e as mulheres de m 1, mo, m3, ma é facil ver
que ha 4 casais nos quais o homem é hq, outros 4 nos quais o
homem é hg ¢ outros 4 nos quais o homem é h3. O ntmero de
casais é portanto 4 +4+4 =3 x 4 = 12,

O exemplo acima ilustra o Principio Fundamental da Enu-
meragao ou Principio da Multiplicagdo, o qual diz:

Se uma decisdo d) pode ser tomada de x maneiras e se, uma
vez tomada a decisdo dy, a decisdo dp puder ser tomada de
y maneiras entdo o nimero de maneiras de se tomarem as
decisoes dy e do ¢ xy.

-
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Assim, no exemplo, para formar um casal devemos tomar
as decisdes

d1 : escolha do homem;

dg : escolha da mulher.
Como d) pode ser tomada de 3 maneiras ¢, depois disso, d2 pode
ser tomada dc 4 maneiras, o niimero de maneiras de se formar um
casal {isto é, de tomar as decisbes d1 e d2) ¢ 3 x 4 = 12.

Note que o uso do Principio de Multiplicagao permite obter
o numero de clementos do conjunto

{him1, himy, hyms, hima, ham1, hama,

hams, homy, hami, hama, hams, hamg}

constituido por todos os casais possivels, sem que seja necessario
enumerar seus elementos.

Exemplo 2.1: Para fazer uma viagem Rio-S.Paulo-Rio, posso
usar como transporte o trem, o 6nibus ou o aviao. De quantos
modos posso escolher os transportes se nao desejo usar na volta o
mesmo meio de transporte usado na ida?

Solucdo: HA4 3 modos de escolher o transporte de ida. Depots
disso, h& duas alternativas para a volta. A respostaé 3 x 2 =6.
O

Exemplo 2.2: Uma bandeira é formada por quatro listras, que
devem ser coloridas usando-se apenas as cores amarelo, branco ¢
cinza, nao devendo listras adjacentes ter a mesma cor. De quantos
modos pode ser colorida a bandeira?

Solugdo: A primeira listra pode ser colorida de 3 modos, a se-
gunda de 2 modos (n&o podemos usar a cor cmpregada na primeira
listra), a terceira de 2 modos {n&o podemos usar a cor empregada
na segunda listra) e a quarta de 2 modos (nédo podemos usar a cor
empregada na terceira listra). A respostaé3x2x2x2=24. O

Exemplo 2.3: Quantos niimeros naturais de trés algarismos dis-
tintos (na base 10} cxistem?
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Solugao: O primeiro algarismo pode ser escolhido de 9 modos
(n&o podemos usar o zero!), o segundo algarismo de 9 modos (nao
podemos usar o algarismo utilizado anteriormente} ¢ o terceiro
de 8 modos (ndo podemos usar os dois algarismos ja empregados
anteriormente). A resposta é 9 x 9 x 8- 648, O

IS interessantc observar no exemplo 2.3 que se comegassemos
pelo Gltimo algarismo teriamos 10 modos de escolher o 1ltimo al-
garismo, 9 modos de escolher o pentiltimo algarismo {n&o podemos
usar o algarismo empregado anteriormente) e ... e agora esta-
mos diante de um problema: de quanios modos podemos escolher
o primeiro algarismo? A resposta é& depende! Se o algarismo
zero tiver sido usado em alguma das Gltimas casas, a resposta é 8
(nfo podemos usar os dois algarismos ja utilizados anteriormente).
Caso contrério, a resposta é 7 (ndo podemos usar nem o zero nem
os dois algarismos usados anteriormente).

I claro que essa dificuldade nao teria ocorrido se tivéssemos
comegado pela escolha do primeiro algarismo do ntimero, escolha
essa que ¢ mais problemalica do que a dos dois outros algarismos
(o primeiro algarismo néo pode ser zero!).

Dai a recomendacao:

Pequenas dificuldades adiadas costumam transformar-se em
grandes dificuldades. Se alguma decisdo é mais complicada
que as demais, ela deve ser tomada em primeiro lugar.

Exemplo 2.4: Quantos nimeros naturais de 4 algarismos (na
base 10}, que sejam menores que 5000 e divisiveis por 5, podem
ser formados usando-se apenas os algarismos 2, 3, 4 e 57

Solugdo: Temos:

Ultimo algarismo — 1 modo (tem quec ser 5}
“Primeiro algarismo —— 3 modos (nac pode ser 5)
Segundo algarismo —— 4 modos
Terceiro algarismo — 4 modos
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Arespostaé 1l x 3 x4 x4 48, O

Exemplo 2.5: As placas dos automéveis sao formadas por duas
letras (K,Y ¢ W inclusive) seguidas por quatro algarismos. Quan-
tas placas podem ser formadas?

Solucao: Cada letra pode ser escolhida de 26 modos e cada al-
garismo de 10 modos distintos. A resposta é

26 x 26 x 10 x 10 x 10 x 10 = 6760000, O

Exemplo 2.6: Quantos sfo os niimeros naturals pares que sc
escrevern (na base 10) com trés algarismos distintos?

Solugdo: O 1ltimo algarismo do mimero pode ser escolhido de
5 modos (0,2,4,6 ou 8). O primeiro algarismo pode ser escolhido
de ... depende!l Se o zero foi usado como tltimo algarismo, o
primeiro algarismo pode ser escolhido de § modos (néao podemos
usar o algarismo ja empregado na ultima casa}. Se o zcro nao
foi usado como Gltimo algarismo, o primeiro algarismo sé pode
ser escolthido de 8 modos (ndo podemos usar nem o zero nem o
algarismo J4 empregado na (ltima casa),

Para vencer este impasse, temos duas alternativas:

a) “abrit” o problema em casos (que é a alternativa mais natural).
Contamos scparadamente os niimeros que tém zero como tltimo
algarismo e aqueles cujo 11ltimo algarismo é diferente de zero. !

Terminando em zero temos 1 modo de escolher o Gltimo
algarismo, 9 modos de escolher o primeiro ¢ 8 modos de escolher
o do meilo, num total de 1 x 9 x 8 = 72 niimeros.

Termimando em um algarismo difcrente de zero temos 4
modos de escolher o ltimo algarismo (2,4,6 ou &}, 8 modos de
escolher o primeiro algarismo (nao podemos usar nem o zero nem
o algarismo ji usado na ltima casa} e 8 modos de escolher o alga-
rismo no meio (nao podemos usar os dois algarismos ja emprega-
dos nas casas extremas). Logo, temos 4 x 8 x 8§ = 256 niimeros
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terminados em um algarismo diferente dc zero. A resposia é, por-
tanto 72 | 256 = 328.

b) Ignorar uma das resirigées (que é uma alternativa mais sofisti-
cada). Ignorando o fato de zero ndo poder ser primeiro algarismo,
teriamos 3 modos de cscolher o 1ltimo algarismo, 9 modos de es-
colher o primeiro e 8 modos de escolher o do meio, num total de
5% 8 x 9 = 360 nimeros. [Esscs 360 numerso incluem ndmeros
comecados por zcro, que devem ser descontados. Comegando em
zero temos 1 modo de escolher o primeiro algarismo (0), 4 modos
de escolher o Gltimo (2,4,6 ou 8) ¢ 8 modos de escolher o do meio
(nao podemos usar os dois algarismos ji empregados nas casas
extremas}, num total de 1 x 4 x 8 = 32 ntimeros. A resposta é,
porlanto, 360 — 32 = 328 niimeros.

E claro tamhém que poderiamos ter resolvido o problema
determinando todos os niimeros de 3 algarismos distintos (9 x 9 x
8 = 648) e abatendo os niimeros impares de 3 algarismos distintos
(5 na 1ltima casa, 8 na primeira ¢ 8 na segunda, num total de
5 x 8 x 8 = 320 ntimeros). A resposta scria 648 — 320 = 328
nimeros. '

Exercicios
1. Quantas palavras contendo 3 letras diferentes podem ser for-
madas com um alfabeto de 26 letras?

2. Quantos sfo os gabaritos possiveis de um teste de 10 questoes
de multipla-escolha, com cinco alternativas por questao?

3. Quantos inteiros ha entre 1000 e 9999 cujos algarismos sao
distintos?
4. De quantos modos diferentes podem set escolhidos um presi-

dente e um secretario de um consclho que tem 12 membros?

5. De quantos modos 3 pessoas podem scntar-se em 5 cadeiras
em fila?
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6. Quantos nimeros de quatro digitos sao maiores que 2400 e:

a) téem todos os digitos diferentes.
b) nao tém digitos iguais a 3,5 ou 6.
¢) tém as propriedades a) e b) simultaneamente.

7. O conjunto A possui 4 elementos e o conjunto B possui 7

- elementos. Quantas sao as fungdes f: A — B? Quantas sio as

funcoes injctoras f: A — B7

8. Quantos divisores naturais possui o nimere 3607 Quantos
sa0 pares’

9. Quantos sdo os ndmeros naturais de 4 digitos que possuem
pelo menos dois digitos iguais?

10. Quantos subconjuntos possui um conjunto que tem n ele-
mentos?

11. De guauntos modos podemos arrumar 8 torres iguals em um
tabuleiro de xadrez (8 x 8) de modo que néo haja duas torres na
mesma linha nem na mesma coluna?

12. Em uma banca hid 5 exemplares iguais da rcvista A, 6
exemplares iguais da revista B e 10 excmplares iguais da revista
C. Quantas colegdes ndo vazias de revistas dessa banca é possivel
formar?

13. De um baralho comum {52 cartas) sacam-se sucessivamente
e sem reposig¢ao lrés cartas. Quantas sio as extragoes nas quais a
primeira carta é de copas, a segunda é um rei e a terceira nio é
uma dama? -

14. Quantos nimeros diferentes podem ser formados multipli-
cando alguns (ou todos) dos niimeros 1,5,6,7,7,9,9,97

15. Um vagho de metrd tem 10 bancos individuais, sendo 5 de
frente e 5 de costas. De 10 passageiros, 4 preferem sentar de frente,
3 preferem sentar de costas e os demais nao tém preferéncia. De
quantos mocdos os passageiros podem se sentar, respeitando-se as
preferéncias?
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16. H4a duas estradas principais da cidade A até a cidade B,
ligadas por 10 estradas secundarias, como na figura 2.2. Quantas
rotas livres de auto-intersegoes ha de A até BY

v

Fig. 2.2

17. Quantos nimeros inteiros entre 100 e 399 sao imparces ¢ pos-
suem Lres digitos distintos?

18. Escrevem-se os inteiros de 1 até 222222, Quantas vezes o
algarismo zero é escrito?

19. Quantos sio os numeros de b algarismos, na basc 10:

a) nos quais o algarismo 2 figura?
b} nos quais o algarismo 2 nao figura?

20. Em um concurso ha trés candidatos ¢ cinco examinacdores,
devendo cada examinador votar em um candidato. e quantos
modos os votos podem ser distribuidos?

21. O cédigo morse usa “palavras” contendo de 1 a 4 “letras”,
as “letras” sendo pounto e trago. Quantas “palavras” existem no
codigo morse?

22. Fichas podem ser azuis, vermelhas ou amarelas; circulares,
retangulares ou triangulares; finas ou grossas. Quantos tipos de
fichas existemn?
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23. Escrevem-se nimeros de cinco digitos (inclusive os comecgados
por zero) em cartdes. Como 0,1 e 8 nao se alteram de cabeca para
baixo e como 6 de cabe¢a para baixo se transforma em 9, um
s6 carlao pode representar doils niimeros (por exemplo, 06198 e
86190). Qual ¢ o nimero minimo de cartées para representar
todos os niumeros de cinco digitos?

24. No Senado Federal, o Distrito I'ederal ¢ os 26 estados da fe-
deracao tém 3 representantes cada. Deve-se formar uma comissao
de modo que todos os estados ¢ o Distrito Federal estcjam repre-
sentados por 1 ou 2 senadores. De quantos modos essa comissao
pode ser formada?

25. a) Qual é a soma dos divisores inteiros e positivos de 7207

b} De quantos modos 720 pode ser decomposto em um pro-
duto de dois inteiros positivos?

¢) De quantos modos 720 pode ser decomposto em um pro-
dute de trés inteiros positivos?

d} De quantos modos 1441 pode ser decomposto em um pro-
duto de dois inteiros positivos?

26. a) Quantas sao as palavras de 3 letras distintas de um al-
fabeto de 26 letras nas quais a letra 4 figura mas ndo ¢ a letra
inicial da palavra?

b) Refaga o item a) suprimindo a palavra distinias do enun-
ciado. -
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27. A figura 2.3 mostra um mapa com 4 paises

Fig 2.3

a) De quantos modos esse mapa pode ser colorido (cada pafs
com uma cor, paises com uma linha fronteira comum nao
podem ter a mesma cor) se dispomos de A cores diferentes?

b) Qual 6 menor valor de A que permite colorir o mapa?

28. Refaga o problema anterior para o mapa na figura 2.4

Fig 2.4
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29. a) De quantos modos & possivel colocar um rel negro ¢ um
rei branco em casas nao adjacentes de um tabuleivo de xadrez
(8 x 8)7

b} Qual seria a resposta se fossem dois reis hrancos ignais?

2.2 Permutacgoes Simples

Dados 1 ohjetos distintos a1, a3. ...,y de quantos modos é pos-
sivel ordena-los?

Por exemplo, para os objetos 1.2.3 ha 6 ordenacoes: 123,
132,213, 231, 312 e 321. No caso geral Lemos n modos de escolher
o objcto que ocupard o primeiro lugar. n — 1 modos de escolher o
que ocupara o segundo lugar. ..., 1 modo de escolher o objeto que
ocupara o ultimo lugar. Portanto,

O nimero de modos de ordenar n objefos distintos €
g
n(n—1)---1=nl

Cada ordenacédo dos n objetos é chamada uma prrmulagao
simples de n objetos ¢ o nimero de permutacoes simples de n
objetos distintos ¢ representado por P,. Assim. P, = ! (J& que
0! = 1, define-se Py = 1).

Exemplo 2.7:  Quantos sio os anagramas da palavra PRATICO?

Solugio: Cada anagrama de PRATICO nada miais é que uma
ordenaciao das letras P. R. A. T. 1, . O. Assim o niimero de
anagramas de PRATICQ é P; = 7! = 5040, a

Exemplo 2.8: Quantos siio 0s anagramas da palavra PRATICO
que comegam e terminam por consoante?

Solugdo: A consoante inicial pode ser-escolhida de 1 maneiras,
a consoante final de 3 maneiras ¢ as 5 letaras restantes podem
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ser arrumadas entre essas duas consoantes de Ps = 5! modos. A
resposta é 4 x 3 x 5! = 1440. 0

Exemplo 2.9: De quantos modos § rapazes ¢ 5 mocas podem
se sentar em 5 bancos de dois lugares cada, de modo que em cada
hanco fiquem um rapaz ¢ uma mocga?

Solugdo: O primeiro rapaz pode escolher seu lugar de 10 modos,
o segundo de 8 modos, o terceiro de 6 modos, o quarto de 4 modos
e o quinto de 2 modos. Colocados os rapazes, temos que colocar
as 5 mogas nos 3 lugares que sobraram, o que pode ser feito de 5!
modos. A resposta ¢ 10 x 8 X 6 x 4 x 2 x 5! = 460 800. O

Exemplo 2.10: De quantos modos podemos formar uma roda
com b criancas?

A E
B E A D
C D B C
Fig. 2.5

Solucdo: A primeira vista parece que para formar uma roda com
as cinco criancas basta escolher uma ordem para elas, o que pode-
ria ser feito de 3! = 120 modos. Entretanto, as rodas ABCDE
e EABCD siao iguais, pois na roda o que importa é a posicao
relativa das criancas entre si e a roda ABCDE pode ser “virada”
na roda FABCD. Como cada roda pode ser “virada” de cinco
modos, a nossa contagem de 120 rodas contou cada roda 5 vezes
¢ a resposta e 120/5 = 24, 0
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Exemplo 2.11: De quantos modos podemos dividir 8 pessoas
em dois grupos de 4 pessoas cada?

Solucdo: A divisdo pode ser feita colocando as 8 pessoas em fila
e dividindo-as de modo que um dos grupos scja formado pcelas 4
primeiras pessoas e o outro pelas 4 Gltimas. Como ha 8! modos
de colocar as pessoas em fila, a resposta parecc ser &!

Entrelanto consideremos a diviséo abed/e fgh. Ela éi1denti-
ca & divisdo efgh/abed (os grupos formados sao 0s mesmos: um
grupo é {a,b,¢,d} e o outro é {¢, f.g,h}). Nao obstante, na
nossa contagem de 8!, essas divisdes foram contadas como se [os-
sem distintas. Além disso, divisdes como abed/c fgh e cadb/efgh,
que diferem pcla ordem dos elementos em cada grupo, apesar de
idénticas foram contadas como se fossem distintas. Cada divisao
foi contada 2 x 1! x 4! vezes (2 por causa da ordem dos grupos; 4!
por causa da ordem dos elementos no 12 grupo e 4! por causa da
ordem dos elementos no 22 grupo).

Se contamos 8! divisoes e cada diviséo foi contada 241 4!
- R - 1
vezes, o numero de divisoes é m = 35. 0

Exercicios

1. Quantos s@o os anagramas da palavra CAPITULO:

a} que comecam por consoante e terminam por vogal?

b} que tém as letras €', A, P juntas nessa ordem?

¢) que tém as letras C, A, P juntas em qualquer ordem?

d) que tém as vogals e as consoantes intercaladas?

e) que tém a letra C no 19 lugar e a letra A no 22 lugar?

f} que tém a letra € no 1° lugar ou a letra A no 29 lugar?

g} que tém a letra C no 1° lugar ou a letra A no 29 lugar ou
a letra P no 3° lugar?

2. Permutam-se de todos os modos possiveis os algarismos 1,
v - .

2, 4, 6, 7 e escrevem-se os ntimeros assim formados em ordem

crescente.
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a) que lugar ocupa o nimero 624177

ja—

3) qual o mimero que ocupa o 669 lugar?
¢) qual o 2002 algarismo escrito?
« d) qual a soma dos mimeros assim formados?

3. De quantos modos é possivel sentar 7 pessoas em cadeiras em
fila de modo que duas determinadas pessoas dessas 7 néo fiquem
juntas?

4. Se A ¢ um conjunto com » clementos. quantas séo as funcoes
f: A — A bijeloras?

5. De quantos modos é possivel colocar em uma prateleiva 5
livros de matemética. 3 de fisica ¢ 2 de estatistica, de modo que
livros de um mesmo assunto permanecam juntos?

6. Quantas siio as permutacdes dos niumeros (1,2,...,10) nas
quais 0 5 estd situado a diveita do 2 e & esquerda do 3, embora
nao necessariamente em lugares consccutivos?

7. De quantos modos podemos dividir 12 pessoas:

a) cm dots grupos de 67

) em trés grupos de 47

j—

¢} em uni grupo de b e um grupo de 77
d} em seis grupos de 27

¢) em dois grupos de 4 ¢ dois grupos de 27

8. De quantos modos » rapazes ¢ m mocas podem se colocar em
fila de modo que as mogas fiquem juntas?

9. Delegados de 10 pafses devem se sentar em 10 cadeiras em fila.
De quantos modos isso pode ser feito sc os delegados do Brasil e
de Portugal deven sentar jnntos ¢ o do Iraque ¢ o dos BEstados
Unidos nao podem sentar juntos?

10. Um cubo de madeira tem uma face de cada cor. Quantos
dados diferentes podemos formar gravando niimeros de 1 a 6 sobre
essas faces?
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11. Quantos dados diferentes podemos formar gravando niimeros
de 1 a 6 sohre as faces indistinguiveis de um cubo de madeira?

12. Resolva o problema anterior para:

a} mimeros de 1 a 4, tetraedro regular;

) nimeros de 1 a 8, octacdro regular;

¢) niameros de 1 a 12, dodecaedro regular;

d) nimeros de 1 a 20, icosaedro regular;

e} nimeros de 1 a 8, prisma hexagonal regular;
1

f) nimeros de 1 a 5, piramide quadrangular regular.

13. Um campeonato é disputado por 12 clubes em rodadas de
6 jogos cada. De quantos modos é possivel selecionar os jogos de
primeira rodada?

14. Quantas sao as permutacoes simples dos nimeros 1,2,... ,n
nas quais o elemento que ocupa a k- ésima posicao é inferior a k+4,
para todo &7

15, Quantas sdo as permuta¢des simples dos niimeros 1,2,... /n

nas quais o elemento que ocupa a k- ésima posi¢ao ¢ malor que
k — 3, para todo &7

2.3 Combinacoes Simples

De quantos modos podemos escolher p objetos distintos entre »
objetos distintos dados? Ou, o que é o mesmo, quantos saoc os
subconjuntos com p elementos do conjunto {ey,a2,... ,an}?

Cada subconjunto com p elementos é chamado de uma
combinacdo simples de classe p dos n objetos ay,ag,...,an. As-
sim, por exemplo, as combinagdes simples de classe 3 dos objetos
a1, as,as, a4, a5 Sao

{a1,a2,a3} {a1,a2,a4} {a1,a2,a5} {e1,a3 ¢4} {a1,a3 a5}
{a1,a4,05} {ag,a3,as3} {az,a3,a5} {a2, as,a5} {a3,a4,as5}
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O mimero de combinagdes simples de classe p de 2 objetos

é representado por CF. Assim, C2 = 10,
] I k13 1 ol

Analisemos esta resposta: a escolha do 19 elemento da com-
binacao pode ser feita de 5 modos; a do 2°, de 4 modos e a do 32,
de 3 modos. A resposta parece ser 5 X 4 x 3 = 60, Entretanto,
Se pensarmos numa combinagao, por exemplo {a1, ay, a3}, verifi-
camos que as combinacoes {ay, ap,asz}, {a1,as, a2}, {a2, a1, a3},
cle... sao idénticas ¢ foram contadas como sc fossem diferentes.
Com efeito, se dissemos que ha 5 modos de escolher o 1¢ cle-
mento da combinagao é porque estamos considerando as escolhas
a1 e a2 como diferentes e portanto estamos contando {«1, a2, az}
como diferente de {az, a1, a3}. Em suma, na resposta 60 cstamos
contando cada combinacio uma vez para cada ordem de escrever
seus elementos. Como em cada combinacao os elementos podem
ser escritos em P3 = 3! = 6 ordens, cada combinacio foi contada
6 vezes. Logo, a resposta ¢ 60/6 = 10.

No caso geral temos

n{n—=1)-{n—p+1)
p!

P
(’n -

v 0<p<m,

e =1

Uma expressao alternativa pode ser obtida multiplicando
o numerador e o denominador por {n — p)!. Obtemos

nl

CP=——
" - p)!

0<p<n.

Exemplo 2.12: Quantas saladas contendo exatamente 4 frutas
podemos formar se dispomos de 10 frutas diferentes?

Solugdo: Para formar uma salada basta escolher 4 das 10 frutas,

o que pode ser feito de C?O = &'gjﬁ = 210 modos. O

Exemplo 2.13: Marcam-se 5 pontos sobre uma rcta R e 8 pon-

tos sobre uma reta R’ paralela a R. Quantos triangulos existem
com vértices em 3 desses 13 pontos?
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Solucdo: Para formar um tridangulo ou tomamos um vértice em
R e dois em R’ ou tomamos um vértice em R’ e dois em R. O
. . n . P g i . . 9
nimero de triangulos do 12 tipo é 5-C% e o do 2° tipo é 8- C5. A
resposta é
8-7 5.4

5-C218-C25- +8-

o1 5 140 + 80 = 220.

Poderiamos também pensar assim:

Para formar um triangulo devemos escolher trés pontos,
nao situados na mesma reta, cntre os treze pontos dados. O
numero de modos de cscolher 3 dos 13 pontos ¢ C':133. Desse total
devemos retirar as €2 escolhas de 3 pontos em R e as C3 escolhas
possiveis de 3 pontos em R’. A resposta é

€y — C2—CF =286~ 10 — 56 = 220. O

Exemplo 2.14: De quantos modos podemos escolher 6 pessoas,
incluindo pelo menos duas mulheres, em um grupo de 7 homens e
4 mulheres?

Solugdo: As alternativas sao:

4 homens, 2 mulheres
3 homens, 3 mulheres

2 homens, 4 mulheres
A resposta é
.o+ vt o0cf=35-6135-4421-1=371L
Poderiamos também contar toda as escolhas de 6 pessoas

(C?l) ¢ abater as escolhas sem mulheres (C8) e com apenas uma
mulher (4 - C2). A resposta é

C8 - Cf —4CF = 462 — 7 — 84 = 371.
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Um erro muito comum é o seguinte: Como o grupo de
6 pessoas deve conter pelo menos duas mulheres, primeiramente
escolhem-se duas mulheres (C§), ¢ depois escolhem-sc 4 pessoas
quaisquer entre as 9 que sobraram (03) Assim, obtem-se a
resposta (errada) C§ - C§ = 6 x 126 = 756. A explicacio do
erro é simples.

Considere, por exemplo, uma sele¢io com 3 mulheres e
3 homens, M{MoMsH,HyHs. Essa selecido fol contada 3 vezes.
UUma quando M) e M9 foram as mulheres escolhidas inicialmente,
outra quando M1 ¢ M3 foram as mulheres escolhidas inicialmente
etc... Ja uma selegao com as 4 mulheres, por exemplo, My MoM3
MaqH{Hy foi contada 6 vezes e obtem-se uma resposta crrada
muito maior que a resposta corrcta. 0O

Exemplo 2.15: De quantos modos podemos dividir 8 pessoas
em 2 grupos de 4 pessoas cada?

Solugdo: O primeiro grupo pode ser escolhido de Gg modos. Es-
cohido o 1¥ grupo, sobram 1 pessoas e 56 ha 1 modo de {formar o
segundo grupo. A resposta parece ser Cél x 1. Entretanto, conta-
mos cada divisdo duas vezes. Por exemplo, {a,b,c,d} {e, f,g,h}
é idéntica a {c, f,g,n} {a,b,¢,d} e foi contada como se fosse dife-
rente. A resposta é
@ == 35.
2

-

E interessante comparar esta solucao com a do exemplo
2.11. 0O

Exercicios

1. Uma comissao formada por 3 homens e 3 mulheres deve ser
escolhida em um grupo de 8 homens ¢ 5 mulheres.

a) Quantas comissoes podem ser formadas?
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b) Qual seria a resposta se um dos homens nao accitasse par-
ticipar da comissdo se nela estivesse determinada mulher?

2. Para a sclecao brasileira foram convocados dois goleiros, 6
zagueiros, 7 meios de campo e 4 alacantes. De quantos modos é
possivel escalar a sele¢do com 1 goleiro, 4 zagueiros, 4 mcios de
campo ¢ 2 atacantes?

3. Quantas diagonais possui um poligono de n lados?
4. Quantas diagonais possui:

a) um oclaedro regular?

b} um icosaedro regular?

¢} um dodecaedro regular?

d} um cubo?

e) um prisma hexagonal regular?

5. Tem-se 5 pontos sobre uma reta R e 8 pontos sobre uma reta
R’ paralela a R. Quantos quadrilidteros convexos com vértices em
4 desses 13 pontos existem?

6. Em um torneio no qual cada participante enfrenta todos os
demais uma Unica vez, sao jogadas 780 partidas. Quantos sao os
participantes?

7. Sejam I, = {1,2,... ,m} el ={1,2,... ,n}, comm < n.

Quantas sao as fungoces f: I, — I, estritamente crescentes?

8. Um homem tem 5 amigas ¢ 7 amigos. Sua esposa tem 7
amigas e b amigos. De quantos modos eles podem convidar 6
amigas e 6 amigos, se cada um deve convidar 6 pessoas?

9. Quantos sdo os niimeros naturais de 7 digitos nos quais o
digito 4 figura exatamente 3 vezes c o digido 8 exalamente 2 vezes?

10. Quantos sao os niimeros naturais de 7 digitos nos quais o
digito 4 figura exatamente 3 vezes e o digito 8 exatamente 2 vezes?

11. Quantos sao os p-subconjuntos (isto &, subconjuntos com p
elementos) de {a1,a2,...,a,} nos quais:
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ay figura;

=

a1 nao ligura;
a1 e ay figuram;
pelo menos um dos clementos a1, ao figura;

Son
Nt St e ™

o

exatamente um dos elementos a1, ay figura,

12. Considere n{n > 2) pontos em um plano, entre os quais nio
ha 3 pontlos colineares.

a) Quantas sio as retas que contém dois desses pontos?
b) Qual é o nimero méaximo de pontos de interseciao dessas
retas?

13. De quantos modos é possivel dividir 20 pessoas:

ul

em dois grupos de 107

-

em qualro grupos de 57
em um grupo dec 12 ¢ um de 87
em tres grupos de 6 e um de 27

d

14. De um baralho de poquer (7,8,9.10, valete, dama, rei ¢ as,
cada um desses grupos aparecendo em 4 naipes: copas, outros,
paus, espadas), sacam-se simultaneamentc 5 cartas.

a) Quantas sdo as extracoes possiveis?
Quantas séo as extragoes nas quais se forma:

b} um par (duas cartas em um mesmo grupo ¢ as outras trés
em trés outros grupos diferentes)?

¢) dois pares {duas cartas em um grupo, duas em outro grupo
e uma em um terceiro grupo)?

d) uma trinca (trés cartas em um grupo e as outras duas em
dois outros grupos diferentes)?

e) um “fowr” (quatro cartas em um grupo e uma em outro
grupo)?

f) um “full hand” (trés cartas em um grupo e duas em outro
grupo)?

g) uma sequéncia (5 cartas de grupos consecutivos, nao sendo
todas do mesmo naipe)?
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h) um “flush” {6 cartas do mesmo naipe, nao sendo clas de 5
grupos consecutivos)?

i) um “straight {lush” {3 cartas de grupos consecutivos, todas
do mesmo naipe)?

i} um “royal straight flush” (10, valete, dama, rei e ds de um
mesmo naipe)?

15. O conjunto A possul p elementos ¢ o conjunto B possul n
elementos. Determine o niimero de fungoces f: 4 — I sobrejetoras
para:

a) p = n;
b) p=n+1;
¢) p=mn |-2.

16. Considere um conjunto C de 20 pontos do espago que tem
um subconjunto Cq formado por 8 pontos coplanarcs. Sabe-se que
toda vez que 4 pontos de ' sao coplanares, entao eles sao pontos
de €. Quantos sdo os planos que contém pelo menos trés pontos
de C7

17. Quantos sao os anagramas da palavia CARAGUATATUBAY
Quantos comecam por vogal?

18. Sao dados, no plano, n pontos tais quc entre as retas por
eles determinadas ndo ha duas retas paralelas. Quantos sao, no
maximo, os pontos de interseciio dessas retas que sao distintos dos
pontos dados?

19. Considere nm poligono convexo de n lados e suponha que
nao ha duas de suas diagonais cue sejam paralelas nem trés que
CONCOITAIN €N um mesmo ponto ue nao seja vértice.

a) Quantos sio os pontos de intersecao dessas diagonais?
b} Quantos desses pontos de intersegdo sdao interiores ao poligo-
no?
¢) Quantos sao exteriorves?
20. Uma fila de cadeiras no cinema tem 20 poltronas. De quan-

tos modos § casals podem se sentar nessas poltronas de modo que
nenhum marido se sente separado de sua mulher?
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21. Novecientistas trabalham nium projeto sigiloso. Por questdes
de seguranca, os planos sao guardados em um cofre protegido por
muitos cadeados de modo que s6 é possivel abri-los todos se houver
pelo menos 5 cientistas presentes.

a) Qual é o nimero minimo possivel de cadeados?
b) Na situagéo do item a), quantas chaves cada cientista deve
ter?

22. Depois de ter dado um curso, um professor resolve se des-
pedir de seus 7 alunos oferecendo, durante 7 dias consecutivos, 7
jantares para 3 alunos cada. De quantos modos ele pode fazer os
convites se ele nao deseja que um mesmo par de alunos compareca
a mais de um jantar?

23. Formam-se as combinag¢des simples de classe 5 dos clemen-
tos @y, az,a9,...,a19, as (uais sao escritas com os clementos em
ordem crescente de indices. Quantas sdo as combina¢Oes nas quais
o elemento ag ocupa o 3° lugar?

24. De quantos modos é possivel colocar em fila 2 homens e m
mulheres, todos de alturas diferentes, de modo que os homens en-
tre si e as mulheres entre si fiquem em ordem crescente de alturas?

25. No quadro abaixo, de quantos modos é possivel formar a
palavra “MATEMATICA”, partindo de um M e indo sempre para
a direita ou para baixo?

M

M A

M A T

M A T E

M A T E M

M A T K M A

M A T E M A T

M A T E M A T I

M A T EFE M A T I C
M A T E M A T I C A
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26. Suponha que n carros estdo em fila para entrar em um esta-
cionamento que possui n vagas, lado a lado. Se o 12 carro pode
escoher qualquer vaga e cada um dos outros carros ao estacionar
deve justapor-se a um carro ja estacionado, quantos sac os modos
possivels dos carros ocuparem as n vagas?

27. De quantos modos 15 jogadores podem set divididos em 3
times de basquetebol de 5 jogadores cada, denominados esperanca,
confiance e vildrin?

28. O conjunto A possui n elementos.

a) Determine o niimero de relacoes que podem ser construidas
em A;

Idem, relacées reflexivas;

Idem, rela¢oes simétricas;

Idem, relacoes anti-simétricas;

o o

?
Tl N i O

Idem, relacoes reflexivas e simétricas;
Idem, relagoes reflexivas ¢ anti-simétricas;
Idem, relagoes simétricas ¢ anti-simétricas;

s = W

Idem, relagoes reflexivas, simétricas ¢ anti- simétricas.

29. Quantos sao os jogos de um campeonato disputado por 20
clubes, no qual todos se enfrentam uma (nica vez?

30. Empregando dez consoantes ¢ cinco vogais, calcule o nimero
de palavras de seis lelras que se podem formar sem uasr consoantes
nem vogais adjacentes:

a) Se sdo permitidas repeticoes;
b} Se nao sao permitidas repetigdes.

31. De quantos modos se pode iluminar uma sala que possui m
lampadas?

32. Em uma escola, x professores se distribuem em 8 bancas
examinadoras de modo ¢ue cada professor participa de exata-
mente duas bancas e cada duas bancas lem exatamente um pro-
fessor em comum.,
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a) Calcule z;
b} Determine quantos professores ha em cada banca.

33. A partir de um conjunto de a atletas formam-se ¢ times de %
atletas cada. Todos os atletas participam de um mesmo nimero
de times e cada par de atletas fica junto no mesmo time um mesmo
namero de vezes. Determine:

a) de quantos times cada atleta participa;
b} em quantos times cada par de atletas fica junto.

34. Mostre que existe um tabuleiro 6 X 4, cujas casas sao todas
pretas ou brancas, no qual nenhum retangulo tem as 4 casas dos
vértices da mesma cor. Mostre que, em todo tahuleiro 7 x 4 cujas
casas sao todas pretas ou brancas, sempre existe um retangulo cu-
jas 4 casas extremas tém a mesma cor. (Observacao: no tabuleiro
casas adjacentes nao tém necessariamente cores diferentes).

35. Prove que um produto de p inteiros consecutivos é sempre
divisivel por pl.

36. Prove, usando um argumento combinatdrio, que os niimeros
abaixo sao inteiros para qualguer n natural.

a) L—Lé’.’.; 3

In)!
b) $75;

Anyl
o) sy

2y
d) '(%T»%

(rl)!
) (nfjin-Dr*

37. No inicio de uma festa ha 6 rapazes desacompanhados e 10
mocas desacompanhadas. Quantos sao os+zstados possivets no fim
da festa?

38. Prove, usando um argumento combinatério. que

(‘v?! (-":L — C?' (‘v?l—-?'

‘1m T -t
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39. Prove que O} é par, se n > 1.

40. €388, ¢ divisivel por 77

2.4 Permutacoes Circulares

De quantos modos podemos colocar » objetos distintos em n
lugares equiespacados em torne de um efrculo, se consideramos
equivalentes disposicoes que possam coineidir por rotacio?

A resposta desse problema serd representada por (PCly, o
niimero de permutacoes civeulares de w objelos distintos. 5 facil
ver que (PC), ¢ em geral, dilerente de P,. Por exemplo, no caso
n = 3 temos Py =+ 3 = 6 modos de colocar 3 objetos distintos em

3 lugares.
i 3 2
ZO 3 Q SQ
1 2 3
3@2 Q Q

Fig. 2.6

No entanlo as trés primeiras disposicdes podem coineidir entre si
por rotagao ¢ o mesmo ocorre com as Lrés tltimas, de modo (ue
(PCY3~2.

Repare ¢ne nas permutacées simples importam os lugaves
que os objetos ocupam ao passo que nas permutaces cireulares
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0 que importa é apenas a posi¢ao rclativa dos objetos entre si.
Nas trés primeiras figuras, olhando os circulos em sentido anti-
horario, 1 precede 2, que precede 3, que precede 1; portanto, a
posi¢ao relativa dos objetos é a mesma. Nas trés Gltimas figuras,
1 precede 3, que precede 2, gue precede 1; portanto, a posicao
relativa dos objetos € a mesma.

Podemos verificar que {PC),, = (n — 1)! de dois modos:

a) Se n#o considerdssemos equivalentes disposicdes que pos-
sam coincidir por rotacéio, teriamos n! disposicoes. Con-
siderando a equivalencia, cada permutacao circular é ge-
rada por n disposigoes. Logo,

(PCY)y, = ﬂ = (n—1)!

n

b) Como o que importa é a posicao relativa dos objetos, hi 1
modo de colocar o 12 objeto no circulo (onde quer que o
coloquemos, ele serd o tinico objeto no circulo); hd 1 modo
de colocar o 2° objeto (ele serd o objeto imediatamente
aps o primeiro}; ha 2 modos de colocar o 32 objeto (ime-
diatamente apds o 12 ou imediatamente apés o 29); ha 3
modos de colocar o 42 objeto (imediatamente apés o 12 ou
imediatamente apds o 2° ou imediatamente apds o 39)...;
ha n— 1 modos de colocar o n-ésimo e tltimo objeto. Logo,

(PC)n=1-1-2-3---(n—1)={n—-1)!

Exemplo 2.16: Quantas rodas de ciranda podem ser formadas
com n criangas’

Solucdo: Como a roda gira, o que importa nio é o lugar de cada
crianga e sim a posicio relativa das criancas entre si. A resposta

-

e
(PC)y={n—1! O
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Exemplo 2.17: De quantos modos podemos formar uma roda
de ciranda com 7 criancas, de modo que duas determinadas dessas
criancgas ndo fiquem juntas?

Solugdo: Podemos formar (PC)s = 4! rodas com as cinco outras
criancas.

Fig. 2.7

H4 agora 5 modos de colocar a crianca A na roda.

. A

Fig. 2.8

Hé agora 4 modos de colocar a crianca B na roda sem colocé-la
Junto de A. A resposta é

4 x5 x4=480. O
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Exercicios

1. De quantos modos 5 meninos ¢ 5 meninas podem formar uma
yoda de ciranda de modo que pessoas de mesmo sexo nao fiquem
juntas?

2. De quantos modos n criancas podem formar uma roda de
ciranda de modo que duas dessas criangas permanecam juntas? B
de modo que p(p < n) dessas criangas permanecam juntas?

3. De quantos modos n casais podem formar uma roda de ciranda
de modo que cada homem permaneca ao lado de sua mulher?

4. Dec quantos modos n casais podem formar uma roda de ciranda
de modo que cada homem permaneca ao lado de sua multher e que
pessoas de mesmo sexo nao fiqguem juntas?

5. S3o dados n pontos em circulo. Quantos n-dgonos (néo ne-
cessariamente convexos) existem com vértices nesses pontos?

6. Uma pulscira deve ser cravejada com um rubi, uma esmeralda,
um topdzio, uma agua-marinha, uma turmalina ¢ uma amctista.
De quantos modos isso pode ser feito supondo:

a) que a pulseira tem fecho e um relégio engastado no fecho;

b} que a pulseira tem fecho;

¢} que a pulseira nao tem fecho e o hraco 36 pode entrar na
pulseira em um sentido:

d) que a pulseira nao tem fecho e o braco pode entrar na
pulseira nos dois sentidos.

7. De quantos modos 5 mulheres ¢ 6 homens podem formar uma
rocda de<tiranda de modo que as mulheres permanecam juntas?

8. Quantos dados diferentes existem se a soma das faces opostas
deve ser 77
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2.5 Permutacoes de Elementos nem Todos Dis-
tintos

Quantos anagramas possui a palavra “TARTARA”? A res-
posta mdo ¢ Py = 70 = 5040. Pelo fato de “TARTARA”. ter
letras repetidas, obtemos um nimero de anagramas menor do que
o que obteriamos se as letras fossem distintos. TAR1TARA ¢
TARTAR1A seriam anagramas diferentes, por exemplo.

O nimero de anagramas de “TARTARA” serd represen-
3,22
tado por P- ou
7
3,2,2

nimero de permutacdes de 7 letras das quais 3 sido iguais a A, 2
iguais a £ e 2 ignais a 1.

Para determinar o niimero de anagramas de TARTARA,
podcemos pensar de dois modos:

a) Para formar um anagrama de “TARTARA” temos que arrumar
3A, 2R e 2T em 7 lugares, — __ ____, 0O numero de modos
de cscolher os lugares onde serdo colocados os A é C'7. Depois
disso temos C'f modos de escolher os lugares para colocar os R
e, finalmente, nm 1inico modo de escolher os lugares para os T.
Logo,
P22 203 1=35x6x1=210.

b) Sc as letras fossem diferentes, obteriamos P; = 7! anagra-
mas. Como os A sao iguals, contamos cada anagrama 3! vezes.
Analogamente contamos cada anagrama 2! vezes por serem iguais
05 R e 2! vezes por serem iguais os 7. Logo.

322 10
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E facil ver que, no caso geral, temos, paraac+ 3+ ---+k+ X = n,

P??:ﬁ:”- sksf\ — C:: . Cﬁ . (YA

n—a S =Gk
: n! (n — a)! (n—a—f8—. k) B
al(n =) Bl(n—a — ) “.A!(n—cu—[)‘—---uk—/\)! B
n! n!

Coalgl A gl ol

resposta a qual chegariamos diretamente pelo segundo raciocinio.
Assim, o nimero de permutacoes de n objetos dos quais « sio
iguais a a, figuais a b,... ,Aiguaisalla +8+ -+ A =n)é

PQ!I‘GI‘“A — L_
3 -
a3, Al

E}Eemplo 2.18: Quantos séo os anagramas da palavra “MATE-
MATICA"?
Solugde: Como temos 3 letras A, 2 letras M, 2 letras T, 1 letra

C, 1letra [ e 1 letra F, a resposta &

322,1,1,1 10!

Pld B s m = 151 2{]0. [:]

Exemplo 2.19: Quantos sao os anagramas de “URUGUA]J” que
comecam por vogal?

Solugdo: Temos P62’1'1’1’1 comecados em U, Pg'l’l‘l comecados
3,1,1,1 .
em A e Fj comecgados em I. A resposta é

petbbl L gpdbll — 360 4+ 2 x 120 = 600. O
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Exercicios

1. A figura 2.9 representa o mapa de uma cidade, na qual ha 7
avenidas na dire¢ao norte-sul ¢ 6 avenidas na direcao leste-oeste.

Ae
Fig. 2.9

a) Quantos sao os trajetos de comprimento minimo ligando o
ponto A ao ponto B?
b) Quantos desses trajetos passam por C7

2. Quantos mimeros de 7 digitos, maiores que 6 000 000, podem
ser formados usando apenas os algarismos 1,3,6,6,6,8,87

3. Uma particula, estando no ponto (z,y), pode mover-se para
o ponto {z + 1,y) ou para o ponto (z,y + 1). Quantos séo os
caminhos que a particula pode tomar para, partindo do ponto
(0,0), chegar ao ponto (a,b), onde a > 0 e b > 07

4. Uma paticula, estando no ponto {z,y, z), pode mover-se para
o ponto (= + 1,¥,z) ou para o ponto {z,y + 1, 2z} ou para o ponto
(z,y,2z41). Quantos sdo os caminhos que a particula pode tomar
par, partindo do ponto (0,0,0), chegar ao ponto (a, b, ¢), onde a >
0,6>0cc> 07

5. Quantos niimeros de 5 algarismos podem ser formados usando
apenas os algarismos 1,1,1,1,2 e 37
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2.6 Combinacoes Completas

De quantos modos ¢ possivel comprar 4 sorvetes em uma loja que
os-oferece em 7 sabores?

A resposta nio é (7'? = 35, (_L-'T’i seria 0 modo de cscolher 4
sabores diferentes entre os 7 sabores oferecidos, isto é, C-":'—t seria o
niimero de modos de comprar 4 sorvetes diferentes em uma loja
que os oferece em 7 sabores.

A resposta desse problema é representada por CR%, nimero
de combinagées completas de classe 4 de 7 objetos. Portanto C R
¢ o mimero de modos de escolhier 4 objetos entre 7 objetos distin-
tos, valendo escolher o mesmo objeto mais de uma vez,

De modo geral, ('8 ¢ o mimero de modos de escolher p ob-
jetos distinlos entre n objetos distintos dados, e CRE é o nimero
de modos de escolher p objelos distintos ou ndo entre n objetos
distintos dados.

Assim, por exemplo, as combinagdes completas de classe 3
dos objetos a. b, e, d tomados 3 a 3 sdo

aae  aab bba  eca dda  abe
bbb nae  bbe ccb  ddb abd
cece  aad bbd ced dde  aed
ddd hed

e CRY = 20.

Podemos também interpretar C'RE de outro modo. Volte-
mos a compra dos 4 sorvetes na loja que os oferece em 7 sabores.
Para cfetuar a compra devemos escolher valores para os varidveis
LBy BT, onde x) é a quantidade que vamos comprar de
sorveles do 1Y sabor, a9 ¢ a quantidade que vamos comprar de
sorvetes do 29 sabor ... w7 & a quantidade que vamos comprar de
sorvetes do 79 sabor. I3 claro que x1.x2,...,+7 devem ser inteiros,
nao negativos (isto ¢, malores on iguais a zero) ¢ que

2] _i.. 9 i PR I XrT =
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Comprar 4 sorvetes em uma loja que os oferece em 7 sabores é
tomar uma solucdo em inteiros nao negativos da cquacao

r1t ey b tar=4.

Podemos, portanto, interpretar C RE de dois modos:

a) CRE é o niimero de modos de selecionar p ol;Setos, dislintos ou
nio, entre n objetos distintos dados.

b) CRE é o numero de solugdes da equacdo 1422 - +xy =p
em inteiros nao negativos.

Vamos agora resolver o problema da compra dos sorvetes,
isto é, vamos calcular C R4,

Ora, CR2 é o ntimero de solucdes em inteiros nio negativos da
equacao
r1+xotastaxgtant+ag ey =4.

O quadro da ligura 2.10 mostra algumas solugdes da equacao
bem como sua representacao no esquema bola-trago (cada bola
representa uma unidade no valor da incégnita; cada trago é usado
pata separar duas incégnitas).

X, X, X, X, Xs X Xy
i 1 1 0 0 0 1
e | o | o | I I | @

Fig. 2.10

Para formar uma representacio devemos arrumar em fila 4
holas (pois em cada solu¢io o total de unidades nas incégnitas é 4
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ja que 1 +x9+---+z7=4) e tragos (para separar 7 incégnitas,
usamos 6 tragos). Mas, o nimero de modos de fazer isso é

+46 = 167 ~ C10
Logo, CR% = Cf, = 210.

No caso geral, para calcular C'RE, isto é, para determinar o

mimero de solucoes inteiras ¢ nao negativas de x1+x9-+---+z,, =p
teriamos p bolas e n — 1 tragos. Logo,

_ ppn—=1 (n—}—p— 1)! .
CR{:’ = P;p+‘n—1 = Wl—_l—)l = Cn—f—p—l'

" TP r
Portanto, CRJ, = €}, .

Exemplo 2.20: Quantas sdo as solu¢es inteiras e nao negativas
dex +ty+2z=757

Solugdo: CR3 = €8 =21 0

i

Exemplo 2.21: De quantos modos podemos comprar 3 refri-
gerantes em uma loja onde ha 5 tipos de refrigerantes?

Solu¢do: CRZ = C3 = 35. O

Exemplo 2.22: Quantas sdo as solugdes inteiras e nao-negativas
da inequacao @ +y + z < 57

Selugdo: As solugdes inteiras ndo-negativas de a +y + 2 < 5
dividem-se em varios grupos: soluctes onde ¢ + y + z = 5, onde
t+y+z=4,.,ondex+y+2=0. A respostaé

CR5+ CR§ 4 CR3+CR5+ CR}+ CR§ =
- =CI+Ci+ 0+ Ci+C3+C) =
=21+15+10+6+3+1=56.

Oulra solugdo: Em cada solucio inteira nao-negativa de

r+y+z<5
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defina-se a folga da solucdo por f =5 — (z +y + 2).

O quadro a seguir mostra algumas solucoes e as respectivas
folgas.

T g z r+y+z f
3 1 1 5 0
2 0 1 3 2
1 1 i 3 2
0 1 0 1 4

B claro que existe uma correspondéncia hiunivoca entre as solugoes
inteiras nao-negativas de z 4 y 4 z < 5 ¢ as solucoes inteiras nao-
negativas de z + ¢ -+ z 4 f = 3.

Logo, o numero de solugdes inteiras nao-negativas da

inequacao z 1 ¥ + z < 5 ¢ igual ao ntimero de solugdes inteiras
nao-negativas dex +y + 2+ f - 5 que é C'R;i = Cg§ = 56. O

Exemplo 2,23: Quantas sio as solugdes inteiras da equagéo
z+y+z=20comaz>2 ¢y>2 2> 27

O problema que sabemos resolver é contar as solugdes in-
teiras com as varidveis sendo malores on iguais a zero. Para fazer
um problema recair no outro, pomos

z =121 a, =2+bh z=2+4c

A equacdo = +y + z = 20 transforma-sc em ¢« + b +¢ = 14 e as
restricoes z,%,z > 2 e inteiros transformam-se em a,b,c > 0 e
inteiros. A resposta é

14 14 §
Exemplo 2.24: Quantos sao os anagramas da palavra “PIRACI-
CABA” que nio possuem duas letras A juntas?

Solucao: O nimero de modos de arrumar as letras diferentes de
4 & p2 2Ll .
¢ P; . Por exemplo, uma dessas arrumacoes é

- PP R I I _ C _ B - C _
1 2 3 4 D 6 8

-J
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Agora temos que colocar as letras A nos 8 cspacos assinalados.
Como em nenhum espag¢o podem cntrar duas letras A, ocuparemos
3 espacos (uma letra A em cada) e deixaremos 5 espagos vazios.
O-niimero de modos de escolher os espagos que ocuparemos é 083.
A resposta é

p2ALLL 08 = 1260 % 56 = 70 560.

[

Poderiamos também pensar assim:

Colocamos as letras A {1 modo)

Agora devemos decidir quantas letras colocaremos em cada um
dos 4 espagos. Devemos escolher 1,9, 23,24 (2; =n? de letras
que colocaremos no i-ésimo espacgo) inteiros ndo-negativos tais que
z1+z2+23+24 =17 comzy > 1ex3z>1 (para impedir que
haja duas letras A juntas). Fa¢amos

wa =1+ ya,
x3=14y3
e caimos no problema de achar o niimero de solugées inteiras nao-

negativas de z1 + y2 + y3 + 4 = 5, cuja resposta € CRE = Cg’.
[scolhidas quantas letras irdo para cada espago, por exemplo,

A A A,
temos agora que colocar as letras P, R, B,I,I,C, C nessas casas,
o que pode ser feito de P72’2’]’1'] modos. A resposta é

1x Cf x PEALLL Z 1 % 56 x 1260 = 70560. O
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Exercicios
1. Quantas sao as solugoes inteiras nao-negativas de

zly+z+w=37

2. Quantas sao as solugbes inteiras nao-negativas de

r+y+z+w<6?

3. Quantas sao as solucdes inteivas positivas de 2 +y + z = 107
4. Quantas sao as solugoes intciras positivas de x +y + z < 107
5. Quantas sao as pegas de um dominé comum?

6. Im = {1,2,....m} e, = {1,2,... .n}. Quantas sio as
fungées f: I, — I, nio descrescentes?

7. De quantos modos podemos colocar em fila 7 letras A, 6 letras
B e 5 letras € de modo que nao haja duas letras B3 juntas?

8. Qual é o nimero maximo de termos de um polindémio ho-
mogeéneo do grau p com n variaveis?

9. Qual é o niimero maximo de termos de um polinomio do grau
p com n variaveis?

10. A fabrica X produz 8 tipos de bombons que sao vendidos em
caixas de 30 bombons (de um mesmo tipo ou sortidos). Quantas
caixas diferentes podem ser formadas?

11. De quantos modos podem ser pintados 6 objetos iguais
usando 3 coves diferentes?

12. Quantos nimetos inteiros entre 1 e 100000 tém soma dos
algarismos igual a 67

13. Quantas sao as solugdes inteiras ndo-negativas de

1+ aztay bxg-l ws -l 2g =20
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nas guais exatamente 3 incégnitas sao nulas? [m quantas pelo
menos trés sao nulas?

14. Os niameros inteiros compreendidos entre 100000 e 999 999
sao divididos em classes de modo que dois nimeros diferentes
estao na mesma classe se ¢ sd se cles tém os mesmos algarismos,
diferindo apenas na ordem. Assim, por exemplo, 552221 e 125 252
eslao na mesma classe. Quantas classes sdo assim formadas?

15. Quantas sdo as solugoes inteiras nao-negativas de 2 +y + 2 +
w = 20 nas quais z > y?

16. Quantos inteiros entre 1 e 100000, inclusive, tém a pro-
priedade: “cada digito é menor ou igual ao seu sucessor”?

17. Quantas permutagoes de 7 letras A e 7 letras B, nas quais
nao ha 3 letras A adjacentes, existem?

18. Urna urna contém n bolas, das quais devem ser escolhidas p
olas. Determine:

a) O numero A% de selegbes ordenadas, se repeti¢des néo sdo
permitidas (essas selecbes sao denominadas arranjos sim-
ples de classe p das n bolas);

b} O ntumero de selecGes desordenadas (isto €, selegdes que s6
diferem pela ordem séo consideradas iguais), se repeticoes
nao sao permitidas;

¢} O mimero ARE de selecoes ordenadas, se repetigoes séo
permitidas (essas sele¢Ges sdo chamadas de arranjos com-
pletos de classe p das n bolas. Também sfo usados os
nomes arranjos com reposi¢io ou arranjos com repeticdo};

d) O ndimero de selegoes desordenadas, se repeticbes sao per-
mitidas.

19. Sejam A e B conjuntos de nlimeros naturais com #4 = p e
#B - n.

a) Quantas sio as funcoes f: A — B?

b} Quantas sdo as funcdes injetoras f; A — B?
¢) Quantas séo as funcoes f: A — B estritamente crescentes?
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d} Quantas sdo as fungdes f: A — B nao-decrescentes?
e) Sugira uma defini¢éo formal para CE, CRE, Al e ART.

20. Seja A um conjunto com #A = n.

a) Quantas sao as fungbes f: A — A bijetoras?
b} Sugira uma definicao formal para P,.

21. De quantos modos podemos escolher 3 mimeros, nao neces-
sariamente distintos, no conjunto {1,2,...,150} de modoe que a
soma dos nimeros cscolhidos seja divisivel por 37 I se os niimeros
devessem ser distintos?

22. De quantas maneiras é possivel colocar 6 anéis diferentes em
4 dedos?
®



3. Outros Métodos de Contagem

3.1 O Principio da Inclusao-Exclusao

Na introdugiio ao capitulo anterior fizemos referéncia a um principio
elementar de contagem que estabelece que o niimero de elementos
da unido de conjuntos disjuntos é a soma dos niimeros de elemen-
tos de cada conjunto.

O Principio da Inclusdo-Excluséo é uma formula para con-
tar o nimero de clementos que pertencem & uniao de Vél‘lf)s con-
juntos nao necessariamente disjuntos. Na sua versao mais simples,
ele afirma que

#(AUB) =#A 1 B — (AN B).

A justificativa pode ser obtida de dois modos diferentes:

a) Suponhamos que haja y elementos comuns a A e B aque
além disso haja z elementos que pertencam a A e nao a Bez
clementos que pertencam a B mas ndo a A (ver figura 3.1).

Temos
#AUB)=2+y+z;
#A+#B —#ANB)= (e +y)+ (y+2) -y
=a+y+z=H#AUB).
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wt
=1

Fig. 3.1

b) #(A U B) é o numero de clementos que perlencem a pelo
menos um dos conjuntos A ¢ B. Para contar os elementos de AU B
contamos todos os elementos de A{#A) e todos os de B(#B).
Ao fazermos isso, os elementos de 4 N B foram contados duas

vezes, uma em #A4 e oulra em # I3, portanto devemos descontar
a segunda contagem desses elementos e obtenos

HLAUBY= A4 4B — JH{ANB).

Para trés conjuntos A, B, o Principio da Inclusio- 15x-
clusao afirma que

HAUBUC) = #A + #1 + #C
—HHANB) —#(ANC) — (B NC)
+#HANBNC).

Uma justificativa pode ser:
HAUBUC = #(AUB)UC|
=#(AUB) #C — F(AUB)NC]

= FA B — JHANB) +fEC
— HANCYU(BNCY
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=#A+ #B —~ (AN B) +#C
_H#(ANC)—#(BNC)4 #{(ANCNBNC)
= H#A+#B+ #C+
—#(ANB) - #{ANC) - 4(BNC)
+#(ANBNCO)

Outra justificativa:

#(AUBUC) é o ntmero de elementos que pertencem a pelo menos
um dos conjuntos A, B e C'. Para contar os elementos de AUBUC,
contamos os elements de A{#4), de B(#B) e de C{#C). Mas
entdo os elementos de A N B foram contades duas vezes (uma em
#A e outra em #B), 0 mesmo ocorrendo com os elementos de
ANC e BNC. Portanto, devemos descontar uma vez #(A N B),
#{ANC) e #(BNC). Mas entido os elementos de ANBNC foram
contados trés vezes (em # A, em #B e em #C) e descontados trés
vezes {em #{ANB), em #(ANC) e em #(BNC)). Contados tres
vezes e descontados trés vezes significa que eles nao estao sendo
contados. Devemos peis inclui-los na contagem ¢ obtemos

#AUBUC) = #A+#B + #C
—#(ANB}-#(ANC) - #(BNC)
+#(ANBNC).

Para quatro conjuntos teriamos

#AUBUCUD) =

[#A + #B + #C +#D]
—HANBY+#(ANC)+#(AND)
+#(BNC)Y+#(BND)+#(CnND)
+H#ANBNC)+#(ANBND)
+#ANCND)+#(BNCN D)
~#(ANBNCND).
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Em suma, o nimero de elementos da uniao ¢ obtido somando os
numeros de elementos de cada conjunto, subtraindo os nimeros de
elementos das inlersecoes dois a dois, somando os das interse¢oes
trés a trés, subtraindo os das intersecoes quatro a quatro cte...

A prova do Principio (usando o modo b) esta no Apéndice
1. Uma prova por indugao pode também ser obtida usando o
modo a.

Exemplo 3.1: Quantos inteiros entre 1 e 1000 sao divisiveis por
3 ou7?

Solugdo: Defina-se:

A = Conjunto dos inteiros entre 1 e 1000 ¢ue s&o divisiveis por 3.
B = Conjunto dos inteiros entre 1 ¢ 1000 que sdo divisiveis por 7.
Queremos calcular #(A U B). Temos

1000 ]
#A = | = 333. ([ | = parte inteira).
:10(}0:
#B = |——| = 142.
- 7 =l
(1000 ]
#ANB) - |—= | =

(pois A N B & o conjunto dos inteiros entre 1 ¢ 1000 que siao
divisiveis por 3 e 7, isto &, que sao divisiveis por 21).

Pelo Principio da Inclusao-Exclusao, temos
#(AUB) = A V #B — #(ANB) = 333 + 142 — 17 = 428,

que € a resposta. O

Exemplo 3.2: Quantos s&o os anagramas da palavra CAPITU-
LO que tém € em 19 lugar, ou A em 2° lugar, ou P em 3° lugar
ou / em 4° lugar?

Solugdo: Defina-se:
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A1 = conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém € em 1°
lugar;
As = conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém A em 2°
lugar;
A3z conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém P em 3°
lugar;
A4 = conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém 7 em 42
lugar.

Queremos calcular #(A, U Ax U A3 U Ay). Temos,

HAy = #Ay  H#Ay =744 = n? de anagramas de CAPITULO
(que tém uma letra fixa - 7' — 5040,

#(AITNAg) = #H{A1NA3) =F:(A1NAY) = #(A:zlﬂ Asz) = (AN
Ag) = (A3 N Ay)  n® de anagramas de CAPITULO que tém
duas letras fixas = 6! = 720.

#(A1 0 A2 N Az) = (A1 N AN Ag) — F#(A1 N Az N Ag) =
#(A2 N Az N Aq) = n? de anagramas de CAPITULO que tém 3
letras fixas = 5! = 120.

H(A1NAINA3NAg) — n° de anagramas de CAPITULO que tém
1 letras fixas = 41 = 24.

Pelo Principio da Inclusio-Execlusao,

#‘(A] UAda U AgqU ‘44) =4 x b040 — 6 x 720 4 4 x 120 — 24
= 16296,

(que é a resposta. O

O Principio da Inclusio-Exclusiao pode ser gencralizado.
Provaremos no Apéndice 1 o

Teorema: Sejamn £ nunr conjunto, Ay, Aa, ..., A, subconjuntos
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de{le
So = 95k
n
S1= Z(#Ai);
i=1
Sp = > AN A,
1<i<jsn
Sy = Z #{A; N A; N Ag);
1<i< j<h<n

(observe que ha ¢l parcelas em 91, C2 parcelas em Sy etc...).
Entao:

a) O mimero de elementos de {} que pertencem a exatamente p
(p < n} dos conjuntos A1, Ag.... A, é

n—p

kv k o .
ﬂ.p = Z(—l] Cp+k"’p—|—-'\'-!
k=0

b) O mimero de elementos de 8 que pertencemn a pelo menos
p(p < n) dos conjuntos A1, Az,... , Ay é

H—p

Kk ook Sy
bp = E(_l) pk—19p+h
k-0

¢) O niimero de elementos do conjunto A1 U AU ---UA,, é

S =894+ (_1)71—15,?1_

A parte ¢} desse teorema é devida ao matemético por-
tugués, professor da Escola Naval de Portugal, Daniel Augusto
da Silva (1814-1878).
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A parte a) do teorema, no caso p = 0, é conhecida pelo
nome de [ormula do crivo ¢ ¢ devida ao algebrista inglés J. J.
Svlvester (1814-1897).

A parte a), no caso geral, é devida a0 matematico frances
Camille Jordan (1858-1922). '

Exemplo 3.3: Quantos sio os inteiros, compreendidos entre 1 e
1000 inclusive, que sao divisiveis por exatamente dois dos nimeros
2,3, 7e 10? I por pelo menos dois?

Solugdo: Defina-se

QO={zecz|1<z<1000};
Ay = {x € ]2 divide x };
Az = {2 € Q| 3 divide z};
Ay = {2 € Q| 7 divide 2};
Ag = {z € 2| 10 divide 2};

Temos ([ | = Parte Inteira)

So = #8 == 1000;
S1=#A1 + A FH A3+ FEA,
: [@9] N {1000} N [1000} N [1000}
2 3 7 10
= 500 + 333 + 142 4 100 = 1075;
S2 = #(A1 N A) + A1 N Ag) + (A1 N AN+ -
FH# (AN As) FH# (AN Ag) + #(A3N Aq) =
1] . 0] o] o]
6 | 14 10 21 30 70
= 166 + 71 + 100 4 47 + 33 + 14
= 431;

I~
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S3=#(A1N A20 A3) + #(A1N AN Ag)+
+ #H(A1 N Az Ag) + FH{A2 N A3 N Ag)
1000 1000
- F%%Q] * {1230} " [ 70 ] M [210]
=23 +33+14+4
= 74,

1000
210

Sa=#{A1N AN A3N Ay) = {

Queremos calcular o niimero de elementos que pertencem
a exatamente dois dos conjuntos Aq, Az, A3, A4. Esse niunero ¢

A2
az = Z(—l)k0§+k*92+k
k=0
— (=1)°C959 + (-1)'Ciss + (-1)%C384
— 859 — 38534+ 65,
=431 -3 x T4 +6x4=1233,

que é a resposta da primeira pergunta.

Queremos calcular o nimero de elementos que petencem a
. . R L,
pelo menos dois dos conjuntos A1, Az, Az, A4. Esse numero ¢

4-2
be = Z(—l)kcgm—u]s%k
k=0
— (=1)%C08y + (-1)'C383 + (—1)*C3 84
= S — 253+ 354
=431 -2x744+3 x4
= 295,

que ¢ a resposta da scgunda pergunta. Note que os valores de Sg
e 51 nao foram utilizados. a
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Exemplo 3.4: Para cada inleiro positivo n define-se () como
sendo o niimero de inteiros positivos que sdo primos com n e nao
S0 superiores a i, 1sto €, que s&o prinos com n e menores ou iguals
a n. Assim. por exemplo. (12} = 4 pois os inleiros positivos que
nao superam 12 ¢ sdo primos com 12 sao 1. 5. Tell. ¢ {7} - 6
pois os Intetros positivos ¢ue nao superam 7 « sdo primos com 7
sao 1, 2.3, 4, 5. 6.

A fimcdo ¢ é chamada de Funcio ¢ de Buler (1707-1783).

O valor de () pode ser caleulado a partiv da decom-
posicao de n cm fatores primos.  Se a decomposicao de n em
[alores primos &

N - p“{l . p%ﬂ . -pf,"

(1= 2) (12 2) (122,

Assimi. por exemplo, como as decomposicoes de 120 e 729
em fatores primos sio 120 = 27 x 3 x 5 e 729 - 30, temos

1 1 1
p(120) =120 {1— - ) {1-=][1-2) =32
= in(i-3) (1-3) (-5)

(p1.p2.--- ., py primos distintos },

entao

o
1
2(729) = 729 (1 — ?) — 486;
ou seja, no conjunto {1,2,... 120} ha 32 niimergs primos com 120
e no conjunto {1.2,....729} hi 486 mimeros primos com 729,

p i Para justificar a {érmula, defina-se:

{} == Conjunto dos inteiros positivos menores ou iguais a n;
A; = Conjunto dos elementos de £ que sao miltiplos de p; (1 <
i< W)
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Queremos determinar o niimero de elementos de {2 que sdo
primos com 7. ou seja, o nimere de elementos de £ que néo

pertencem a nenhum dos conjuntos A1, Ao, ... A
w(n) & pois o niimero de elementos de {2 que pertencem a
exatamente zero dos conjuntos A, Az, ..., 4,. Temos
‘ mn
Ai P:ZP? »— P
vi
n
FF(A3) = —;
Pi

1)
AiNAy = {Pr‘.?)j: 2pipg, - - - —P-ﬂ)j} )
pilj
1

Pilj

AN A ) = (/0

e assim sucessivamente, Logo:

Sg = 8 = u:

Sy #HAN) = P—
Sa=3 HANA) =" p’p} ;

i<j i<y
Assim,
w{n) ~ ag
,
= > (1) C§ S0k
k—0
=8y 574 89—+ (=1}75,

n T n
A }- o=
mp2  pP1pP3 Pr—1Pr
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+ (-1 —
PPz Py
1 1 1
=af{1-=V{1-=}.--(1-=}. o
" FLal P2 Pr
Exercicios

1. Quantos inteiros entre 1 e 1000 inclusive:

a) sdo divisiveis por pelo menos trés dos niimeros 2, 3, 7 e 107
b) ndo sdo divisiveis por nenhum dos niimeros 2, 3, 7 ¢ 107

¢) sdo divisiveis por exatamente um dos ntiimeros 2, 3, 7 e 107
d) sfo divisiveis por pelo menos um dos niimeros 2, 3, 7 e 107

2. Quantos inteiros entre 1000 e 10000 inclusive ndo sio di-
visiveis nem por 2, nem por 3 e nem por 57

3. Lancam-se 3 dados. Em quantos dos 67 resultados possiveis
a soma dos pontos ¢ 127

4. Quantas sho as solugbes inteiros ndo-negativas dez +y +z =
12 nas quais pelo menos uma incdégnita ¢ maior que 77

5. Se #A =n e #B = p (n > p), quantas sio as f:A — B
sobrejetoras?

6. Determine o numero de permutagées de (1,2,3,4.5.6) nas quais
nem o 4 ocupa o 4% lugar nem o 6 ocupa o 62 lugar.

7. Quantos 540 os inteiros de n digitos, que tém todos os digitos
pertencentes ao conjunto {1,2,3}7 Em quantos deles os inteiros
1, 2 e 3 figuram todos?

-

8., Determine o nimero de permutacées das letas AABBCCDD
nas ¢uais nao ha letras ignais adjacentes.

9. Quantos inteiros entre 1 e 1000000 nao sdo nem quadrados
perfeitos nem cubos perfeitos?
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10. Determine o niimero de permutagoes de {1,2,..., n} nas
quais nao figuram (em posi¢des consccutivas e na ordem dada)
nern o par 12, nem o par 23....,nem o par (n — 1)n.

11. Oito criancas estdo sentadas em torno de um carrvossel. De
quantos modos elas podem trocar de lugar de modo que cada
erianca passce a ter uma crianca diferente a sua direita?

12. Calcule p(360).

13. Quantas espécies de poligonos regularcs de 100 lados exis-
tem?

14. Se p é um primo, quanto vale @(p)?

15. Quantos sdo os elementos do conjunto {1,2,...,500} que
sao divisivels por 3 ou 5 mas nao sdo divisiveis por 77

16. a) De quantos modos podemor distribuir g particulas dis-
tintas por n niveis distintos? (em Fisica essa distribuigao de
particulas por niveis de energia ¢ chamada de estatistica de Boltz-
mann).

b) Em quantas dessas distribuigdes todos os niveis ficam
ocupados?

17. a) De quantos modos podemos distribuir u particulas iguais
por n niveis distintos? (em Fisica essa distribui¢do é chamada de
estatistica de Bose-Einstein).

b} Em quantas dessas distribui¢ées todos os niveis ficam
ocupados?

18. De quantos modos podemos distribuir g particulas iguals
por n niveis distintos se nenhum nivel pode conter mais de uma
particula? {em’ Fisica essa distribui¢do ¢ chamada dg cstatistica
de Fermi-Dirac).
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3.2 Permutagoes Cadbticas

Uma permutacio dos niimeros (1,2,...,n) ¢ dita cadtica (ou de-
sordenamento) quando nenhum niimero estd no seu lugar primi-
tivo. Assim, as permutacdes 2143 o 3142 sho cadticas mas 1342
nao é {1 estd no sen lugar primitivo). Para calcular o niimero
D, de permutacoes caoticas de (1,2,...,n), defina-se A; — con-
junto das permutacdes de (1,2,...,n) em que o niimero ¢ ocupa
o i-6simo lugar, i € {1,2,... ,n}.

Queremos calcular o nimero de elementos do conjunto {2

das permutacoes de (1,2, ..., n) que pertencem a exatamente zero
dos conjuntos A, Aa, ... , Ay, Temos:

So = () = nl;
8§, = Z#(A‘) : Z(n — 1 =n-(n—1)=nl
i1

i—1

. !
S22 Y HAINAG) = Z (n =2 =Ch-(n=2)= ?"2,71

1<i<Cj<n 1<i=<j<n
Sg - E 'ff‘(r‘l;ﬂAjﬂAk)
1< j R
. [
. . . n.
= > ==l =3)- 37

1< j<hLn o

n!

O nimero de clementos de {2 que pertencem a exatamente
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zero des conjuntos A, Ag,... Ay €
n—~0
k '[k “f
ag - E (_]) CO—}—R}‘SO“.—A'-
fry

T
S
A=0

=8Sp— 511 Sa—531 - H(=1)"S,

nl  nl L, 1
— ol = AR S I T L
=nl—nl} o1 30 I +{~1) o
11 1 1 (—1)™
_ || — R
o Ln TR TR ALY 1 |

Logo, o niimero de permutacoes caéticas de (1,2,...,n) é

FRY A S S ISP Vi
[ I TR D TR 1 nl

Assim, por exemplo,

[1 11 1 1}
Dy=4 =~ =1 5 -5+

Realmente, as permutacoes cadticas de (1.2.3,4) sdo 2143,
3112, 3241, 4123, 3412, 4312, 2413, 2341, 3421. 4321. IS intc-

ressante observar que [J,, é aproximadamente igual a n!/e; mais



70 Outros Métodos de Contagem Capld

precisamente, D, ¢ o inleiro mais préximo de n!/e.

n D, nl/e
10 0.3..
2 1 0,7...
3 2 2,2...
4 9 8,8
5 44 44,1

Ohserve que nossa afirmacéo é verdadeira paran - 1 ¢ paran = 2.
Vamos prova-la para n > 2. Com efeito sabemos que

a1 v x5
M TR TR THRY

+o

e portanto que

Ora, D,, ¢ inteiro e

n! 1 1 (="
_ . Vo — ... - —
Dn c | (U! 1! + ) 7! )
| 1 1 1
O TR
\ (_])n—l—l (_1)?:.-{—2
= nl - e
(n+ 1) (n ) 2)
~ 1 1
< n! + s
o= ((n 1+ 1)! ! (n + 2)! ! )
1 1 1

n-+1 i (n+ lj(?i. + 2) i (n+ 1){(n + 2)(n +3) e
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< 1 1+ ! + 1 + -
T4l (nt 12 (a4 1)
1
n+1
- 1
-5
1l
on 2
Ou seja,
D n! < 1
T e 2:

se n > 2. Logo, para n > 2, D, ¢ um inteiro situado a uma
distancia menor que 1/2 do ntimero n!/e. Assim, D, é o inteiro
mais préoximo de nl/e, se n > 2.

Exercicios

1. Suponha #A4 = n. Quantas sao as fungées f: 4 — A para
as quais a equacdo f(x) : =z ndo possul solugdo? Quantas s&o as
fungoes f: A — A bijetoras para as quais a equagao f(xr) — @ nao
possui solugao?

2. Quantas sio as permutacoes de (1,2,3,4,5.6,7) que tém exata-
mente 3 elementos no seu lugar primitivo?

3. Delermine o niimero de permutagoes cadticas de (1,2,3,4,5,6,7,
8,9,10) nas quais os nimeros 1,2,3,4,5 ocupam, em alguma ordem,
0s cinco primeiros lugares.

4. De quantos modos é possivel colocar 8 torres brancas em um
tabuleiro de xadrez 8 x 8 de modo que nenhuma torre fique na
diagonal branca e ndo haja duas torres na mesma linha ou na
mesma coluna?

5. Prove que,sen >3, D, = (n - 1}{Dy,—1 + D,—2).
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6. Prove que (definindo Dg . 1)

i n n 1
) nl = 0 I, t+ 1 Dy -k 9 Dyt -+ " Dg.

7. Prove que D, = nD,—y 4+ (—=1)" paran > 2.

8. Dois médicos devem examinar, durante uma mesma hora, 6
pacientes, gastando 10 minutos com cada paciente. Cada um dos
6 pacientes deve ser examinado pelos dois médicos. De guantos
modos pode ser feito um horario compativel?

9. Quantas s2o as permutacoes de (1,2,...,2n) nas quais ne-
nhum nimero impar ocupa o scu lugar primitivo?

3.3 Os Lemas de Kaplansky

De quantos modos é possivel formar um p-subceonjunto (isto é, um
suhconjunto com p elementos) de {1,2,...,n} no qual ndao haja
numero consecutivos? Por exemplo, para n =6 ¢ p - 3, podemos
obter a partir de {1,2,3,4,5,6} os seguintes 3-subconjuntos nos
(uais nao ha elementos consceutivos:

{1,3,5},  {1.3.,6},  {1.4,6},  {2,4,6).

Poderiamos ter concluido que ha quatro 3-subconjuntos de {1,2.3,
4.5,6} sem elementos consccutivos sem necessidade de enumeréa-
los exaustivamente. Ao formar um subeonjunto, marcamos com o
sinal + os clementos do conjunto que fardo parte do subconjunte
e com o sinal — os elementos que nao fario parte do subconjunto.

Assim,
.
{1.3,5} seria representado por + — + — 4+ —;
{2.3.6} (que ndo é um subconjunto valido pois 2 e 3 sao
consecutivos) seria marcado — + -+ — — 4.
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Ora, para formar um 3-subconjunto sem elementos conse-
cutivos devemos colocar 3 sinais + e 3 sinais — em fila, sem quc
haja dois sinais + consecutivos. Para fazer isso, colocamos os
sinais — (1 modo)}, ¢ colocamos os sinais + nos 4 espagos assi-
nalados, na figura 3.2, com no maximo um sinal por espaco ((L';?
modos). A resposta é entéo, 1 x C§ =

AU NP NP A N
Fig. 3.2

No caso geral temos p sinais {, n —p sinais — para arrumar
sem que haja dois sinais -+ consecutivos. Temos 1 modo de colocar

os sinais — e C*

/—p+1 Modos de colocar os sinais +.

Acabamos de obter o

Primeiro Lema de Kaplansky: O mimero de p- subconjuntos
de {1,2,... 'n} nos quais ndo ha mimeros consecutivos é

flnp) = Clpn

Exemplo 3.5: As trés provas de um vestibular devem ser rea-
lizadas na primeira semana do ano. De quantos modos é possivel
escolher os dias das provas de modo que nao haja provas em dias
consecutivos?

¥ ol - .

Solugdo: Devemos formar um subconjunto de 3 clementos no
conjunto dos 7 dias da primeira semana, de modo que nao haja
dias consecutivos no subconjunto. A resposta é

f(7.3) = c?—3+1 Yf? =100

Exemplo 3.6: Uma fila tem 15 cadeiras nas quais devem sentar-
se 5 homens, de modo que nao fiquem dois homens sentados em
cadeiras contiguas. De guantos modos isso pode ser leito?
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Solucdo: Devemos inicialmente escolher 5 cadeiras sem que haja
cadeiras consecutivas. Isso pode ser feito de f(15,5) = 0?5__5+1 =
C3, modos; escolhidas as 5 cadeiras, devemos designar a cada
homem uma cadeira, o que pode ser feito de Ps = 5! modos. A
resposta é C'7; x 5! = 55440. 0

Exemplo 3.7: Quantos sdo os anagramas da palavra MISSIS-
SIPI nos quais nao ha duas letas S consecutivas?

Solugdo: Devemos colocar as letras de MISSISSIPI nas casas
abaixo:

Devemos inicialmente escolher 4 casas sem que haja casas
consecutivas para colocar as letras S, o que pode ser feito de
f(10,4) = C%_441 = C% = 35 modos.

Agora devemos arrumar as letras restantes (4 letras I, 1
letra M e 1 letra P) nas 6 casas restantes,; o que pode ser feito de

411 60

O Tanat
modos. A resposta é 35 x 30 = 1050. O
Suponhamos agora que os elementos de {1,2,...,n} este-

jam arrumados em circulo, como na figura 3.3.

2

Fig. 3.3

Cap.3 Outros Métados de Contagem 75

Agora os elementos “1” e “n” sao consecutivos. De quantos
modos & possivel formar um p-subconjunto de {1,2,...,n} no
qual ndo haja numeros consecutivos? Ora, o numero total de
subconjuntos serd a soma do niimero de subconjuntos nos quais
o elemento “1” figura com o nimero de subconjuntos nos quais o
elemento “1” nao figura.

a) Subconjuntos nos quais o elemento “1” figura. Para forma-
los devemos escolher p — 1 elementos em {3,4,...,n — 1} (pois
se 0 “1” figura, o “2” e o “n” nao podem figurar} para serem os
companheiros do “1” no subconjunto, nao podendo ser escolhidos
elementos consecutivos. O niimero de modos de que isso pode ser

feito é

=l e p1
f(ﬂ -3 i 1) 0?1—3 —(p—1)+1 — Cn—p—l‘
b) Subconjuntos nos quais o elemento “1” nio figura. Para
forma-los devemos escolher p elemenios em {2,3,... ,n}, ndo po-
dendo ser escolhidos elementos consecutivos. Isso pode ser feito
de f(n—1,p) = CF_ l—p+l = Cﬁ_p modos. Portanto, a respostia é
p—1 (n—p—1)! (n — p)! .
C‘u—p—l + Cu—p

(p— Y{n—2p)! * pl(n — 2p)!
_{n-p-Nlp+(n—p)

p!(n — 2p)!
p+(n—p
=(n—p-1)!
(n=p—1) pl{n — 2p)!
(n—p-1)!
= p————
pl{n — 2p)!
o (n-p)!
~ n—pplin— 2p)!
n
= (*?F:_p

n—p

Acabamos de obter o
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Segundo Lema de Kaplansky: O mimero de p- subconjuntos
de {1,2,...,n} nos quais nao ha mimeros consecutivos é, con-
siderando 1 e n como consecutivos, igual a

n

— CF_ .
g(n,p) 5 O

Os Lemas de Kaplansky foram construidos em 1943 pelo
matematico canadense-americano Irving Kaplansky para a resolu-
¢do do chamado Problema de Lucas que se encontra no Apéndice
2.

Exemplo 3.8: Hugo deve ter aula de ténis trés vezes por se-
mana, durante um semestre. Quantos sio os modos de escolher
os dias de aula, se Hugo ndo deseja ter aulas em dias consecutivos?

Solucdo: Hugo deve escolher 3 dos elementos do conjunto domin-
go, sequnde, terca, quarte, quinte, sexta, sdbado, nao podendo
escolher dois dias consecutivos e sendo o domingo e o sabado dias
consecutivos. O niimero de modos de fazer isso é

7 3 7

9(77"]):?307_322'4-:7. 0

Exercicios

1. 5 pessoas devem se sentar em 15 cadeiras colocadas em torno
de uma mesa circular. De quantos modos isso pode ser feito se
nao deve haver ocupacio simultanea de duas cadciras adjacentes?

2. Dado um decdgono, quantos sédo os triangulos cujos vértices
sao vértices nao-consecutivos do deciagono?

3. De quantos modos podemos formar uma seqiiéncia de p ele-
mentos iguais a 1 e ¢ elementos iguais a 0 se dois clementos iguais
a zero nao podem ser adjacentes?

-
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4. De quantos modos podemos formar uma sequéncia de p cle-
mentos iguais a 2, ¢ elementos iguais 2 1 e ¢ elementos iguais a 0
se dois elementos iguais a zero nao podem scr adjacentes?

5. De quantos modos ¢ possivel formar uma roda de ciranda com
7 meninas e 12 meninos sem que haja duas meninas em posigoes
adjacentes?

6; Quantos sdo os anagramas de araraquara ¢ue nao possuem
duas letras a consecutivas?

7. (Generalizacdo do 1° .ema de Kaplansky).

De quantos modos é possivel formar um p-subconjunto de
{1,2,... ,n} de modo que entre cada dois elementos cscolhidos
para o subconjunto haja, no conjunto, pelo menos r clementos
nao escolhidos para o subconjunto?

8. (Generalizagio do 2° Lema de Kaplansky). Refaca o pro-
blema anterior no caso circular. ‘Nesse caso, por exemplo, tomando
n = G, o conjunto {1,2,3,4,5,6} é tal que entre 1 e 4 ha dois ele-
mentos, enlre 5 ¢ 1 ha um elemento, entre 6 e 4 ha tres elementos.
(Sugestao: divida os subconjuntos em dois grupos: aqueles que
contém algum dos elementos 1,2,... ,7 e 0s que nao contém ne-
nhum dos elementos {1,2,... ,r}}.

3.4 O Principio da Reflexao

Uma particula, estando no ponto (z,4), pede se movimentar para
o ponto (z + 1,y + 1) ou para o ponto {z + 1,y — 1).

a) Quantos sao os trajetos possiveis da particula de (0,0) a (8,6)?
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Fig. 3.4

Os movimentos permitidos para a particula sdo de subida
S:i(z,y) — (z + 1,y +1) ou de descida, D: (z,y) — {z + 1,9 - 1).
Na figura 3.4 o trajeto descrito pela particula foi SSDSSSSS.

Para que ela v4 de (0,0) a (8,6) devemos ter S+ D = 8 (em
cada movimento, de subida ou descida, a abscissa da particula
avanca uma unidade. Como de {0,0} a (8,8) sua abscissa avangou
8 unidades, o total de movimentos de subida e descida deve ser 8)
e §— D =6 (cm cada movimento de subida a ordenada aumenta
uma unidade e em cada movimento de descida a ordenada diminui
uma unidade). Dai § = 7e¢ D = 1.

g - . - phl 8
O numero de trajetos é Pg'” = 7T = 8.

Uma interessante parafrase desse problema é a seguinte:
numa elei¢ao ha 8 eleitores e dois candidatos. Se o candidato S

ganha por 6 votos de diferenca, de quantos modos pode marchar
a apuracao?

O grafico indica em cada ponto (z,y} quantos votos ja
foram apurados (z) e qual a vantagem do candidato A(y).

Por exemplo, a presenga do ponto (3,1) no grafico do tra-
jeto indica que quando o 3Yvoto acaba de ser apurado, o candidato
S tem uma vantagem de um voto.
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b) Quantos s&o os trajetos de (0,0} a (10,4)7

Temos S + D = 10e 8 —D =4. Logo, S=7,D=3ea

resposta é

3 10!
73 . —

Parafraseando, em uma eleicio com 2 candidatos S e D
e 10 eleitores, a qual é vencida pelo candidato 5 por 4 votos de
diferenca, hd 120 modos de marchar a apuragao.

c) Quantos desses trajetos tocam na reta y = —17

Todo trajeto de (0,0) a (10,4} que toque na reta y = —1
pode ser transformado, por uma reflexéo em torno dareta y = —1
do trecho do trajeto enire (0,0) e o primeiro toque na reta y = —1,

em um trajeto do ponto (0,—-2) até o ponto (10,4). Reciproca-
mente, todo trajeto do ponto (0, —2) até o ponto (10,4) (um tal
trajeto obrigatoriamente toca na reta y = —1) pode ser transfor-
mado (por uma reflexdo em torno da reta y = —1 do trecho entre
(0,0) e o primeiro toque na reta y = —1) em um trajeto de (0,0)
a (10,4) que toca na reta y = —1.

A

Fig. 3.5
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Acabamos de provar que o mimero de trajetos de (0,0) a
(10,4) que tocam na reta y = —1 & ignal ao nimero de caminhos de
(0, —2) a (10,4). Esse tltimo ¢ facil de calcular. Temos S+ D = 10
¢S ~D. 6;sendo S =8¢ D=2 A resposta ¢ P18[’)2 = 4b.

Parafraseando, em uma eleicao com dois candidatos, 10
eleitores, vencida pelo candidato § por 4 votos de diferenga, em
45 das 120 possiveis marchas da apuragao, o candidato perdedor
em algum momento esteve em vantagem. E interessante observar
como as aparéncias enganam, O candidato S tem 70% da votacéo.
No entanto em 45/120 = 37, 5% das apuragoes possiveis em algum
momento ele cstd em desvantagem. il

A técnica usada para resolver a parte ¢) ¢ conhecida pelo
nome de Principio da Reflexao.

Exercicios

1. Numa fila de cinema, m pessoas tem notas de RS 5,00 e n(n <
m ) pessoas tem notas de RS 10,00. A entrada custa R$ 5,00.

a) Quantas sdo as filas possiveis?

) Quantas sio as filas que terao problemas de troco se a
bilheteria comeca a trabalhar sem troco?

¢) Quantas sio as filas que terdo problemas de troco se a bi-
lheteria comeca a trabalhar com duas notas de R§ 5,007

2. Numa eleicao com dois candidatos A ¢ B, ha 20 eleitores e
o candidato A vence por 15 x 5. Quantas sdo as marchas da
apuragao:

a} Possiveis?

b} Nas quais o candidato A permanece em vantagem {nem
sequer cmpata) desde o primeiro voto apurado?

¢} Nas guais o candidato A permanece sempre em vantagem
ou empatado com o candidato 7137
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3.5 O Principio de Dirichlet

A Analise Combinatéria nédo se ocupa apenas com a contagem de
elementos de conjuntos. Muitas vezes, o quc se deseja é deter-
minar a existéncia ou nao de conjuntos satisfazendo a certas pro-
priedades. Uma ferramenta simples para resolver alguns desses
problemas é o Principio das gavelas de Dirichlet*.

Principio das gavetas de Dirichlet: Se n objetos forem colo-
cados em no mdzimo, n — 1 gavetas entao pelo menos uma delas
conlerd pelo menos dois objetos.

Prova: (por absurdo) Se cada uma das gavetas contiver, no
maximo, um objeto, o niimero total de objetos nelas colocados
serd, no maximo, n — 1, o que é uma contradic¢ao. O

Exemplo 3.9: Dado um conjunto de 13 pessoas, pelo menos
duas delas aniversariam no mesmo meés. O

Exemplo 3.10: Escolha, dentre os elementos do conjunto
{1,2,...,200}, 101 ntiimeros ao acaso. Mostre que, entre os niime-
ros escolhidos, hé dois mimeros tais que um deles divide o outro.

Solugdo: Observe, em primeiro lugar, que qualquer inteiro n se
escreve sob a forma n = 270, onde r é um inteiro nao-negativo
e b é um inteiro impar. Por exemplo, 36 = 22 .9, 25 = 20. 25,
16 =2%. 1.

Assim, se n € {1,2,...,200}, n = 2"b e b é um dos inteiros
fmpares 1,3,5,...,199. Ora, hia 100 possibilidades para b. Se
escolhemos 101 nitmeros, dois deles terfo o mesmo b. Sejam esses
nimero n; = 2" e ny = 2™b. Se r1 < rg, ny divide ny. Se
ro < 11, ng divide ny, o que conclui a demonstracao. a

Exemplo 3.11: Escolhem-se 5 pontos ao acaso sobre a superficie
de um quadrado de lado 2. Mostre que pelo menos um dos seg-
mentos que eles determinam tem comprimento menor que ou igual

a V2,

*Petor Clustav Lejenns Dirichlet (1805- 18587, matemitico alemio.
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Solugdo: Divida o quadrado de lado 2 em qualro quadrados de
lado 1. Dos 5 pontos, pelo menos dois pertencerao a um mesmo
quadrado de lado 1. A distancia entre esses dois pontos sera no
maximo igual & diagonal do quadrado que é \/‘E, o que conclul a
demonstracao. a

1 1

Fig. 3.6
Exemplo 3.12: Mostre que em um conjunto de n pessoas ha
sempre duas pessoas que conhecem exatamente o mesmo nimero
de pessoas do conjunto. {Obs.: Se a conhece b, b conhece a, ou
seja, “conhecer” é uma relagio simétrica.)

Solugiéo: Observe, em primeiro lugar, que qualquer das pessoas
do conjunto conhece no minimo 0 e no maximo n — 1 das outras
pessoas. Observe, em segundo lugar, que se alguma das pessoas
conhece todas as outras n — 1 pessoas entao é impossivel que haja
alguma pessoa conhecendo 0 outras. Usemos agora o principio de
Dirichlet pondo na 12 gaveta as pessoas que conhecem 0 outras,
na 22 gaveta as pessoas (ue conhecem 1 outra,..., na n® gaveta as
pessoas que conhccem n — 1 outras. Apesar de termos n gavetas,
as n pessoas sao colocadas em, no méximo, n — 1 gavetas, pois
pela segunda observacao a primeira e a Ultima das gavetas nao
podem ser ocupadas simultaneamente. a

Exemplo 3.13: E dado um conjunto A = {a1,a2,...,am} de
m hiimeros inteiros (m > 1). Mostre que existem naturais r e I,
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1 <r <1< m,tals que ¢, + a,aq + - + ap € maltiplo de m.

Solugcdo: Considere as somas

igl = a]
Sy = a1+ az
S3=a1+ ag + as

Sm=ar+azt+az+- -+ am

Se alguma dessas somas (digamos 5;) for divisivel por m, a demons-
tragao estd concluida (nesse caso r = 1 e I = j). Caso contrério,
nenhuma dessas somas divididas por m deixara o resto nule. Os
restos possiveis sao, portanto, 1,2,... ,m—1. Como ha m somas ¢
apenas m — 1 restos possiveis, pelo principio de Dirichlet, ha duas
delas, que chamaremos de S; e 53,
restos iguais. Suponha i > j. Entao

que divididas por m deixam

Si - Sj = (zj+1 —|— (Lj+2 + -0 49
é multiplo de m ¢ o resultado estd demonstrado (r = j + 1,1 = i).
O

O principio de Dirichlet pode ser reformulado do modo
seguinte:

Se m objetos sdo colocados em n gavetas, entdo pelo menos
uma gaveta contém [(m — 1)/n] -1 objetos.
(Obs: [z] é o maior inteiro menor que ou igual a 2).

Prova: Se cada gaveta contiver no méaximo [(m — 1}/n] objetos,
entao o nimero de objetos serda no maximo

m—1 m—1
n|—— | <n:-——=m-1 < m,
n 1l

0 que € uma contradicio. 0
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Exemplo 3.14: Em um grupo de 40 pessoas, pelo menos 4 pes-
s0as tém o mesmo sigro.

Solu¢io: Com efeito, colocando cada pessoa (objeto) na gaveta
do scu signo, temos m = 40 e n = 12. Logo, pelo menos uma
gaveta contera [%] + 1 = 4 objetos. ]

H4 ainda outra formulacao possivel:

Sejam n gavetas e seja u um inteiro positive dado. Colo-
quemos ay objelos na I* gaveta, ap objetos no Zgavela
€ assim sucessivamente alé a, objetos na n-€sima gaveta.
FEntdo se a média a1 + ag + -+ ¢ ay}/n for maior que p,
uma das gavetas conterd pelo menos y 4 1 objetos.

Prova: Se todos os a; fossem menores que g + 1, terfamos

[\

a1

A

a0

FA

Ay >~ 4

Dai, a1 +a2+- - -+ap<npe

a1+ a2+ ---+ap

L1

Su

o que é uma contradicao.

Em suma, se uma média aritmética de niimeros for maior
que g entdo pelo menos um dos niimeros é maior (ue p. a

Exemplo 3.15: Sao dados dois discos A e B, cada um deles
dividido em 200 setores iguails, os guais estdo pintados de branco
ou de preto. No disco A ha 100 setores brancos ¢ 100 setores
pretos, em ordem desconhecida. No disco B nao sabemos quantos
setores sao brancos. Coloquemos o disco A sobre o disco B, de
modo que os setores de A fiquem exalamente sobre os setores de
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B. E possivel entdo, rodando o disco A, obter uma posicao na
qual pelo menos 100 sctores de A tenham a mesma cor que os
correspondentes de B.

Prova: Coloque A sobre B. Seja a; o niimero de setores so-
brepostos que tém cores coincidentes. Gire A de um setor (isto
é de 360°/200) mantendo B fixo. Seja entdo ag o nimero de se-
tores sobrepostos que tém cores coincidentes. Continue com esse
processo até obter asgg. Fmtao o niimero total de coincidéncias ¢
ay +az+ - -+ ay = 100 x 200,

Com efeito, fixe um setor do disco 3 (preto, por exemplo).
Como A tem 100 sctores pretos, haverd 100 posicoes em que esse
setor de B terd a mesma cor que o correspondente setor de A.
Assim o nimero total de coincidéncias sera 100 vezes o niimero
de setores de B.

PDai temos

(a1 + a2 1 -+ -+ a200)
200

= 100 > 99,

Se a média é maior que 99, pelo menos um dos «; é também major
que 99, ou seja, algum a; ¢ maior que ou igual a 100. Em suma,
em alguma posicao o nimero de coincidéncias é maior que ou igual
a 100. O

Exercicios

1. Em uma gaveta ha 12 meias brancas e 12 meias pretas. Quan-
tas meias devemos retirar ao acaso para termos certeza de obter
um par de meias da mesma cor?

2. 63127 candidatos comparecceram a uma prova do vestibular
(25 questoes de miiltipla-escolha com 5 alternativas por questédo).
Considere a afirmacao: “Pelo menos dois candidatos responderam
de modo idéntico as k primeiras questdes da prova”. Qual é o
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maior valor de &k para o qual podemos garantir que a afirmacao
acima é verdadeira?

3. Refaca o problema anterior para a afirmacao: “Pelo menos 4
candidatos responderam de modo idéntico as k primeiras questoes
da prova”.

4. Um ponto (z,y,z) do R? é inteiro se todas suas coordenadas
sao0 inteiras.

a) Considere um conjunto de nove pontos inteiros do R
Mostre que o ponto médio de algum dos segmentos que
ligam esses pontos é inteiro.

h) Dé um exemplo de um conjunto de oito pontos inteiros do
R? tais que nenhum dos pontos médios dos segmentos que
ligam csses pontos é inteiro.

5. Qual é o ntimero minimo de pessoas que deve haver em um
grupo para que possamos garantir que nele haja pelo menos 5
pessoas nascidas no mesmo mes?

6. Mostre que em todo (n + 1)-subconjunto de {1,2,...,2n} ha
um par de elementos tais que um deles divide o outro.

7. Prove gue todo niimero natural tem um miiltiplo que se es-
creve, na base 10, apenas com os algarismos 0 e 1.

8. Prove que em qualquer conjunto de 52 inteiros existe um par
de inteiros cuja soma ou cuja diferenca é divisivel por 100.

9. Prove que dado qualquer conjunto de dez inteiros positivos
de dois digitos cada, é possivel obter dois subconjuntos disjuntos
cujos elementos tém a mesma soma.

10. Considere 1990 pontos em um plano. Prove que quaisquer
trés semiplanos, tais que cada um deles contém mais de 1327
desses pontos, tém intersegdo nao-vazia.

11. Mostre que se escolhemos 800 pontos dentro de um cubo de
aresta 10, pelo menos um dos segmentos determinados por esses
pontos tem comprimento menor que 2.
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12. Sejam z um niimero real e n um inteiro positive. Mostre que
enire os nlimeros z,2x,3z,...,(n — 1)z existe um cuja distiancia
a algum inteiro ¢, no méximo, 1/x.

13. Um mestre de xadrez, preparando-se para um torneio, joga,
durante onze semanas, pelo menos uma partida por dia mas nao
mais que doze partidas por semana. Prove que cxiste um con-
junto de dias consecutivos durante os quais ele joga exatamente
20 partidas.

14. Seja n um inteiro impar maior que 1 e seja A uma matriz n x
n simétrica tal que cada linha e cada coluna de A ¢é formada pelos
nimeros {1,2,... ,n} escritos em alguma ordem. Mostre que cada
um dos inteiros {1,2,... ,n} aparecc na diagonal principal de A.

15. Prove que se o conjunto {1,2,...,1978} é partido em 6 sub-
conjuuntos, em algum desses subconjuntos existe um elemento que
¢ igual a a soma de dois elementos, nao necessariamente distintos,
do mesmo subconjunto.



4. Nimeros Binomiais

4.1 O Triangulo de Pascal

Chamamos de Tridgngulo de Pascal o quadro

cl 1

¢y ¢} 1 1

c§ ¢ c3 1 2 1

cy ¢} ¢} 3 1 3 3 1

cd ¢y c¢3 c¢i cif 1 4 6 1

formado pelos nimeros CP (chamados Niuimeros Binomaiais,
Coeficientes Binomiais ou ainda Nimeros Combinatdrios). Se
contamos as linhas ¢ colunas do TriAngulo comecando em zero,
o elemento da linha n e coluna p é C¥.

Uma propriedade dos nifimeros binomiais que nos permite
construir rapidamente o Triangulo de Pascal ¢ a

5 ifals +1 .. opFl
Relagao de Stifel: CF + CF™ = C] 1.
Ou seja, somando dois elementos consecutivos de uma mesma
linha oblemos o elemento situado abaizo da iltima parcela.

Justificativa: Consideremos um grupo formado por uma mu-
lher € n» homens. O nimero de modos de selecionar nesse grupo

58

Cap.4 Nimetos Binemiais 89

s +1 rl
nm subgrupo formado por p + 1 pessoas & Cﬁ 11- O ndmero de
modos de selecionar um subgrupo formado pela mulher e por p
homens é 1 X CF = C¥ e o nimero dc modos de selecionar um
subgrupo de p + 1 pessoas formado s6 por homens é C;"‘;H.

Fig. 4.1

Como o niimero total de subgrupos é a soma do ntimero
de subgrupos dos ¢uais a mulher participa com o nimero de sub-
grupos dos quais a mulher nao participa, temos

cril =cr 4 crl O

Repare que no tridngulo de Pascal a linha n comega cm €2 e ter-
mina em C]. Portanto C¥ (que estd na linha n avangado em p
coluna sem relagéo ao inicio da linha) e CP*® {que esta na linha n
atrasado em p colunas em relagio ao fim da linha) sfo elementos
da linha n que estdo situados em posigdes equidistantes dos ex-
tremos. Nuameros como CF, e CI'F sdo chamados de Combinagdes
C(f?ﬂlglementm‘es. Assim, por exemplo, a complementar de C7, é
Cip ™" = Ch.

Relagdo das Combinagdes Complementares: CF = CIP.
Ou seja, em uma mesma linha do triangulo de Pascal, e¢lementos
equidistantes dos extremos sdo iguais.
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Justificativa:

con—p _ ! _ n! _or O
T == (m—p)t] (n—p)pt "

Teorema das Linhas: CJ+Cl+C2+ . +CI=2m

3
Ou seja, a soma dos elementos da linha n vale 2™.

Justificativa: CP? é o nimero de subconjuntos com p elementos
do conjunto A = {1,2,... ,n}. Entao cl+Cl+Cit---+ O]
é o niimero total'de subconjuntos de A. Mas, para formar um
subconjunto de 4 = {1,2,... ,n} devemos marcar cada elemento
de A com o sinal + (indicando que o elemento foi escolhido para
o subconjunto) ou com o sinal — (indicando que o elemento nao
foi escolhido). Como o nimero de modos de marcar os clementos
é,2XxX2x---x2 2" provamos que o nimero de subconjuntos
de um conjunto com n elementos €

i+ +cr=2" 0O

Exemplo 4.1: Qual é o valor da soma

§=Ch+202 43¢+ 0O

Solucdo:

n!

(k — )ln —k)!

k=1
e (n— 1)
n(k — {n — k)

el

—

Cap.4 Nimeres Binomizis 91

7
_ E : k—1
- ﬂ‘cn—].
k=1
T

=n E Cﬁ:i

k=1
0 +1 2 —1
= 7"’[071—1 + C’n——l + Cnu]_ +ot "::--1]
=n-2"70 O

Teorema das Colunas:

B b Wal . p e+l
Cﬂ + Cp-H + Cp~+—2 + + Cp+n T Mpntl-

Ou seja, a soma dos elementos de mma coluna do tridngulo (comegando
no primeiro elemento da coluna) é ignal ao elemento que esta
avancado wna linha e uma coluna sobre a dltima parcela da soma.

1

1 1

1 2 1

1 3 3

1 4 6 4 1

1 5 10 |10 5 1

Fig. 4.2

Justificativa: Apliquemos a relagiao de Stifel aos elementos da
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coluna p + 1:
prl _ oprl o op
Cpt1 = 7+ O,
ptl _ el P
Cp+2 - Cp—H + Cp—*.—l

Wl pepel P
i3 T Cpyz T Uppa

+p+1 P+l +p
(’}'H-?i o cp—!—n-—-l + ("p—i—n—l

p+1 _ e+l r
Cp-_—n.+1 - Cp—!—n + Cp—}—n‘

Somando (e simplificando parcelas iguais que aparecem em

membros opostos) obtemos

-l _ pt+l | p p _ P
‘p+n+1 T Cp f Cp + Cp—,l-l 1 Cp+2+
old P
oo o Cp+n.—l + Cp—'r—n'
Observando que Cg“” = 0, temos
r~1 _ ~p p P
P P
e+ Cp—i—n.—l + (’p"i—n' a

Exemplo 4.2: Qual é o valor da soma

$5=1-2.3+2-3-4+3-4-54---450-31-527

Solugdo:
50
5 = Zk(k + ])(k + 2)

k—1
50

= 2310£+2
k=1

=6[C3+ 07+ 1 €3

= 602
=17560950. O

Cap 4
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Exemplo 4.3: Qual ¢ o valor da soma

x 2 02 2.

S 194274+ nu?

T
Solugdo: A soma pedida é § = E k2.
k=1
0 exemplo anterior nos mostrou como calcular uma soma

na qual cada parcela é um produto de inteiros consecutivos. Va-
mos tentar transformar o polindémio do 2° grau k2 em um polindémio
do 29 grau no qual aparecam em vez de produtos de inteiros iguais,

produtos de inteiros consecutivos, isto é, vamos tentar obter uma
identidade do tipo

k2= Ak(k + 1)+ Bh 4 C.

Temos
k2= Ak% 1 (A + Bk +C,
A=1, A+4+B=0 C=0,
isto &,
A=1, B=-1, C=10
=k +1) -k
Entao,

7

S = E 12
k=1
n

=3 k(K 1 1) — &

k=1
T T
o 2 1
h—1 b1
s 3 2
= 2C n42 C?L-H

- (n+2Y{n+1n  (n+1)n
" 6 2
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+2 1
= n(n + 1) [’n :— - E] Logo,
T
_ ni{n + 1]6(211 + 1). a S5 = 2[315(1.: 1 1)k 4 2) = 10k (K + 1) + 4&]

n

=D 13310815 — 10 21CE,; +4Cy]
=1

= 1520H2 ZUZ('W + zli:c,l
E=1

= 18ch,, - 20C7 I—4Cn "
(n+3)n 4+ 2)(n+ n a0 (n+2){n+ 1)n N

Excmplo 4.4: Calcule o valor da soma

§=2.1245.2248-3%2 4.+ (3n—1)-2%

=18 _
Solucdo: 1) 24 6
7 n
n + 4“7—_
§=> (3K — 1)k Z(ni k2
3 3)(n + 2 +2
k=1 =(n+1)n (n £ 3)n +2) — 102 ‘I— +2
4 3
Seja _(n+ Dn(9n2 + 3n — 2) -
B 12 '
367 — k2= Ak(k + 1){(k +2) + Bk(k +1) + Ck 4+ D.
Teorema das Diagonalis:
Temos 'B
(1 , Cn—{—l + ( n+2 +eet C?H—p - C n—+p--1+
369 — 12 == AP+ (B3A + B2+ QA+ B+ CYk + D. Ou seja, a soma dos elementos de uma diagonal (isto é, de uma

paralela a hipotenusa), do triangulo de Pascal (comecando no
primeiro elemento da diagonal) é ignal ao elemento que esta imne-

donde diatamente abaixo da iiltima parcela.

A=3, 34A+B=-1 24+B+C=0, D=0

363 — k% = 3k(k + 1)k +2) — 10k(k - 1) + 4k,
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1
4 1
10 5 1
Fig. 4.3
Justificativa: Temos
0 + (‘\'[ + (12 'i' . I (Wp _ (r‘n- ‘_ LN {3 TL
.l ‘n+l “n-2 g e H TR TR + ‘n+2
+ e '}' /::4_})
_ 1
- C’n—f—p—:-—]
_ (P
- Gn—f—p—'r—] !

usando sucessivamente Combinag¢des Complementares, o Teorema
das Colunas ¢ Combinagdes Complementares. O

Um outro fato importante é o seguinte
Teorema: CF < CPsep < % eCP>CFlgsep> Ia—;l

Justificativa:

el ! 1!
crtl _or = -
" Top - Din—p =11 pl{n—p)!
nlin —p) —nul{p+ 1)
{p +1){n-p)l
al{n — 1~ 2p)
(p+ 1Y (n —p)l
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Como n!, {p+ 1)l e (n — p)! sio positivos, o sinal de CE™' — C¥ ¢
o mesmo de n — 1 — 2p. Logo,

r+l 1 ¢
P 0P > 0sen—1-2p>0

c
CPHL_CP < 0sen—1-2p <0,

ou seja,

p \'p—'—l n — 1

Ch <CE 7 sep< 5
¢ 1

. +1 n -
CE>CEF  sep> 5 O

-

O que significa esse teorema? FEle afirma que na primeira
metade de cada linha os clementos cstao em ordem crescente (cada
termo é menor que o scguinte, CF < CP7) e que na segunda
metade os elementos estdo em ordem decrescente {cada termo é
maior que o anterior, CE > CP™1).

Encerramos esta secao com algumas obscrvagoes: a ex-
pressao
n n(in—1)---{n—-—p+1)
P p!
faz sentido para qualquer n real, desde que p seja um inteiro posi-

tivo. Definiremos entéao para qualquer »n real e qualquer p inteiro
nao-negativo o binomial de n sobre p por

(n):n(n—l)ml(n—wl) (b>0) e () -1
p p! 0

Assim, por exemplo, temos

(/2)_%(%—1)(%—2) 1

3 ) a

3! 16°

(_45) _ (EOENEE
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3\ 3-2.1.0-(~1)
(5): 5! =0

E claro que se n é inteiro ndo-negativo,

(n) nn—1)---(rn-p+1)

p p!

¢ igual a CF nimero de p-subconjuntos de um conjunto com n
elementos. Se n nio é inteiro ndo-negativo, CE nao tem sentido

e (n) nn—1)---(n—p+1)

P p!

continua tendo sentido.

E interessante observar que mesmo se n nao for um inteiro
nao-negativo continua sendo verdade a Relacao de Stifel

a) () + (i) = G,

e o Teorema das Diagonalis

by (B)+ (TN + -+ (M) = (Y.

Enquanto que o Teorema das Linhas

o) () + )+ G)=2"
o Teorema das Colunas

D)+ F e ) = ()

¢ o Teorema das Combinagdes Complementares

o) (p) = (lp):

- nao tem sentido se n nao for um inteiro ndo-negativo.
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Exercicios

1. Prove, fazendo as contas, a relagéio de Stifel:

Ga)=() ()

supondo n um real qualquer e p inteiro nao-negativo,
2. Prove, por um processo analogo ao usado no texto para provar

a relacao de Stifel, que

p+2 e+l +2
Cria=Ch+2CH + CFTe,

3. Prove, fazendo as contas, que

n + 2 7 n n
. = + 2 + )
(P+2) (p) | <P+ 1) (p+2)

supondo n um real qualguer e p inteiro nao-negativo.

4. Usando a relacio de Stifel, escreva as sete primeiras linhas do
triangulo de Pascal,

5. Prove, usando um argumento combinatdtio, que CF = C7F,
6. Se A possui 512 subconjuntos, ¢ual é o niimero de elementos

de A?

7. Determine um conjunto que possua exatamente 48 subcon-
juntos.

8. X & um subconjunto prépriode A se X CAe X # A; X é
um subconjunto ndo-trivialde A se X CTAe X # Ae X # ¢.
Se A possui 5 clementos, quantos sdo os subconjuntos préprios de
A7 Quantos sdo os subconjuntos nao-triviais de A7

9. Tem-se n comprimidos de substancias distintas, soliveis em
Agua e incapazes de reagir entre si. Quantas solugoes distintas
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podem ser obtidas dissolvendo-se um ou mais desses comprimidos
em um copo com agua’l

10. Quantos coquetéis (misturas de duas ou mais bebidas) po-
dem ser feitos a partir de 7 ingredientes distintos?

11. Em uma sala ha 7 lampadas. Dc quantos modos pode ser

iluminada a sala?
T

12. Caleule Y (k+1)CF.
=0

T
13. Caleule o valor de ZkgCﬁ.
k=0
Tl (‘k
14. Calcul lor de —
alcule o valot CZ!‘:_F]

k=0
15. Prove, por induc¢éo, o Teorema das Linhas.
16. Prove, por indugao, o Teorema das Colunas.

17. Calcule o valor da soma

$=50-51 4 51_52+...-|—10{]-1Ul.

18. Calcule o valor da soma
§=174+22 4334 ... 10

19. Caleule o valor de
"
§ =Y k2k+1).
k=1

20. Calcule o valor da soma

T

§ =" (2k— 12k +2).

.‘{.—_l
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21. Caleule o valor de

- IO T 2 ¥
S=Cp—Cl+C2—.. 4 (=1)PCP,

22. Tem-se uma rede de caminhos (figura 4.4). Do ponto A
partem 2'99 homens. Metade parte na dire¢io I ¢ metade na
direcae m. Ao chegar ao primeiro cruzamento cada grupo se di-
vide: uma metade segue na direcao I, a outra na direcao m. O
mesmo ocorre cm cada cruzamento. Numrremos as linhas e os
cruzamentos em cada linha a partir do zero; assim, A é o zero-
ésimo cruzamento da linha zero. Quantos homens chegam ao k-
ésitmo cruzamento da linha n?

0

Fig. 4.4

23. Prove que todo poliomio P(z) de grau p pode ser escrito na
forma

Plz)=Ag+ Ax + Asz(e + 1)+ 4+ Ap:i‘:(:b‘ + 1) {z i p—1).

24. Calcule CRS + CRL +CR2 + .-+ CR2.

. ove, usa argumento combinatdrio, a ¥6rmula de
25. Prove, usando um argument I t cal

Fuler

coch reher™ v eter -y crey = ot

i . ‘TR TR
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26. Prove, a partir da Férmula de Euler, a Férmula de Lagrange
(1736-1813)

(€92 + (CL? H(CH* 4 - (O = CF,
27. Calcule o valor da soma

=clc2yoled ... or R0

n 2
28. Calcule Zk (E) .

k=0
29. Determine p para gue Ci?g seja maximo.

30. Determine p para que C'gl seja maximo.
1

31. Resolva a equagao (,41 = CZP_

32. Resolva a equacao 015—30 = Cl_;'J

5—p
33. Prove que em cada coluna (exceto a coluna zero) os elemen-

Los do tridngulo de Pascal estdao em ordemn crescente.

34. O nidmero de Fibonacci I, ¢ definido como a soma dos ele-
mentos da n-ésima “diagonal inversa” do Triangulo de Pascal:

1////
Fl-l
Fy; =12
1
Fi=13
Fe=5 >
Fs =8

Fig. 4.5
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Prove que F,.9 = Fny + .

35. A ¢éo conjunto {1,2,... ,n} e p é um natural tal que 1 <
P < n.

a) Quanlos sdo os p-subconjuntos de A nos quais o elcmento
minimo é igual a k7

b) Formados todos os p-subconjuntos de A, em cada um deles
considera-s¢ o clemento minimo do subconjunto. Quanto
vale a média aritmética desses minimos?

c() - Cov(,E))

37. Para que valor de %,

20+ k 2n — k
n n )
(n dado) é maximo?

¥t n " — k
(m < n).
.kzo (L) (m — F‘)
Z (:) (T) (n > m).
k=0

40. DProve, por indugio, o Teorema das Diagonails.

36. Prove que

38. Calcule

39. Caleule
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4.2 O Binoémio de Newton

Teorema: Sez ea sao mimeros reals e n é umn mteiro positivo,

™
T n E_n—k
{x |a)" = Z (k)a T =

A=0
= (0)(!,01,” + (1)0.11,” 14 ( )u AP S (:i)u”'.zo

Observe que:

i} O desenvolvimnento de {x -+ )" possui n + 1 termos.
ii} Os cocficientes do desenvolvimento de (z + e} sdo os ele-
tnentos da linha n do Triangulo de Pascal.
i1} Fscrevendo os termos do desenvolvimento na ordem acima
(isto &, ordenados scgundo as poténcias decrescentes de x ),
o termo de ordem k +1 é

"\ & ek
Tia1 = (A)a.k:t:” K

Prova: Temos
(@+a)": (+a)(z+a)---(x+a)

Cada termo do produto é obtido escolhendo-se em cada parénteses
um z ou um « ¢ multiplicando-se os escolhidos. Para cada valor
de k, 0 < k < n, se escolhermos ¢ em k dos paréntescs, z serd
escolhido em n — & dos parénteses ¢ o produto sera igual a akgn—k
(0 < k < n). Isso pode ser feito de (T,:) modos. Entdo (z + a)”
é uma soma onde h4, para cada k € {0,1,...,n}, ( ) parcelas

iguais a a®2"F isto 6,

(z +a) ZC kypn=h
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FExemplo 4.5: Olhando para o triangulo de Pascal

1
11
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
Obtemos
(z +a)®=1a%" =1
(z+a) =11+ 1a'2%=2 4+ o
(z +a)% = 1% + 2a'2' + 1a%2° = 22 + 2az + o2
(z + a)3 = 1a%23 + 3a122 + 3a%x! + 16320

=3 + 3az? + 3a%r + o
(z + a)* = 1a%% + 4a'2% + 62222 + 4a%z! + 1a%2°
= 2% +daz® + 6a%2% + 1% + «* O
Exemplo 4.6: Determine o coeficiente de z° no desenvolvi-
mento de (z% — 1/22)9,

Solugdo: O termo genérico do desenvolvimento é

ne= () (55) e
_ (2) (‘_212f$27—3k
_ (_I)k(i)xm_%'

No termo em z2 temos 27 — 5k = 2, k=5. O termo em z2 é

9
Tg = (~1)° (5) 22 = —126z2.

L
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Resposta: —126. a

Exemplo 4.7: Determine o termo méaximo do desenvolvimento
de (1 + 1/3)%5.

Solugdo: O termo genérico do desenvolvimento é

k
65\ /1\" .gs_p (65} 1
T‘ = - * = - —_—

Tr+1 > Ti (ou seja, cada termo é maior que o anterior) se

65 i) 65 1
k] 3k E—1/31

65! S 65! 1
K165 — k)I3F 7 (k — 1)1(66 — &)1 3F-1°

isto &,

Assim,
(66 — k) S k3% 65l
(65 — k)! 7 (k—1)I 3k=1 g50"

isto ¢, 66 — &k > L-3-1, isto é k <« 16,5. Logo, Txs1 > Tk
para k € {1,2,...,16} e, analogamente, Ty.y < Ty para k &
{17,18,... ,65}. Logo,

T <To<Tyg< < Tg< Ty >Tig> > Tes-
Segue-se, entao, que o termo maximo é Ty7 = (g’g) 3%5
Resposta: (?2) ‘“;‘Jfg O

Exemplo 4.8: Qual é a soma dos coeficientes do desenvolvi-
mento de (z° — 222)15?

Solucdo: Ora, se

P(z) = Ag+ Az + Ag2® + - 4 Apa™,
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temos
P{l)=Ap+ A1+ A2 +---+ A,

I¥m suma, a soma dos coeficientes de um polinémio em x é o valor
numeérico do polinémio para z = 1. A resposta é, portanto

(1°-2-19¥ = 1. ©

Exemplo 4.9: Se na férmula do binémio fizermos £ = a = 1,

obtemos
on n n 7 o 1t
(0) * (1 + 2 + + "yA

que d4a uma oulra prova do Teorema das Linhas. Se na férmula
do binémio fizermos z = 1, & = —1 obtemos

)6 0) o)

que é resultado importante, usado no Apéndice 1 para provar o
Principio da Inclusao-Excluséio. O

Exemplo 4.10: Calcule:

‘?1 -
c) k (L
k=0

Solugdo:

-+
=

(:)m’” = (1 4+ z)", pela férmula do bindmio.
k=0
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Uma solugao mais sofisticada seria

E (:):Lk =(1+2)™
k=0
Derivando obtemos

T
Zk(z):ﬁk_l = n(1 + )L

k=0

Multiplicande ambos os membros por z obtemos

Zk(:)xk =nz{l + )"

¢) Fazendo z = 1 em b) obtemos

Zk(n) =n.2"'. O
k

k=0

(0 )7 (o))
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Exemplo 4.11: Considere o desenvolvimento de (z 4- ¢)™ or-
denado do modo usual, isto é, segundo as poténcias decrescentes
de z. Calcule a soma dos termos de ordem par desse desenvolvi-
mento.

Solugdo: Temos

(x+a)" =Ty +To+Ts+Tg+ -
(x~a)":T1—T2+T3+T4+-“

Dadi
(z+a)"—(z—a)"=2[Tg+ Ty +---]
) | (@ t+a) (= a)
z+a)’— (2 —a)”
To+Tg+---= 5 ,
que é a resposta. 0

13

Exemplo 4.12: No desenvolvimento de (z 4 a}” ordenado de

modo usual, temos

‘ —k+1 e
Tp1 = (:) akpen—Fk — noRETC p + (k f l)ak:cn k

Ty = n ak-ﬂ—lmn—«»k—i—l'
k—1

Dai resulta

n—-k+1la
Do = ——— Tk

Portanto, para obter Ty a partir de Ty basta aumentar o
expoente de & em uma unidade, diminuir o expoente de x em uma
unidade e multiplicar o coeficiente de T} pele expoente de & em
Tk e dividir oproduto pelo expoente de a (em Tj) aumentado de
um unidade. Isso nos permite obter rapidamente desenvolimentos.
Por exemplo,

(z +a)® = 25 + Baz® + 10a%2% + 10a322 + 50% + &°.
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Os coeficientes foram obtidos assim: 3. Determine o termo independente de r no desenvolvimento de
1x5 5% 4 10 x 3 10 x 2 5% 1 ' 10
1, =5, = 10; ~—— = 10; = 5; =1. O g 1
1 2 3 4 5 T+ — .
. x
Encerramos esta se¢ao observando que na realidade a formu-
la do binomio . 4. Determine o coeficiente de 2> no desenvolvimento de
nY .
2+ a no_ al\. n—k
SEEDY (L) -

24 1 12
T - - .
z

8

¢ vélida ainda que n nao seja um inteiro positivo. Prova- se {veja
algum livro de Caélculo que fale sobre a série binomial) que a
férmula acima é vélida para todo z tal que |x| > |al. Assim, 5. Determine o coeficiente de o
por exemplo,

no desenvolvimento de

(z +2)%° . (2% - 1)5,
n(n—1) 4

(1+a)"=14+na+———=a"+ - . . .
2! 6. Determine o coeficiente de 2™ no desenvolvimento de
para todo a tal que |a| < 1 ¢ todo n real (1- m)2(1 + )™
Exercicios 7. Para que valores de n o desenvolvimento de
1 Tl
1. Determine o termo central do desenvolvimento de (23;2 - “‘;)
) 1 8 .
T - 2/ possui um termo independente de 27
8. Calcule o termo méximo e o termo minimo do desenvolvi-

2. Determine o quinto termo do desenvolvimento de mento de (1 + 1/2)120-

9. Determine a soma dos coeficientes do desenvolvimento de

7
2x — L
( ‘ :}:2) - N (222 — 3y)19°1,

a) Supondo o desenvolvimento ordenado segundo as poténcias
crescentes da primeira parcela;

b} Supondo-o ordenado segundo as poténcias decrescentes da
ptimeira parcela. 11. Qual é o maior dos niimeros ¢ = 101%0 ¢ b = 1005 + 99507

10. Calcule a soma dos coeficientes dos termos de ordem par do
desenvolvimento de (222 — 35)™.
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12, Calcule ZC:‘Q"‘.
k=0

. n n
13. Calcul k 3k,
alcule ’; (k)

14. Determine o coeficiente de 2% no desenvolvimento de

15. Calcule o valor da soma

o0 Cly  C% C35
-t T T g

16. Prove que [(2 4+ v/3)"] é impar para todo n natural (Obs:
[ [=parte inteira).
17. A éum conjunto com n elementos e B € um seu p-subconjunto.

a) Quantos sio os conjuntos X tais que B ¢ X C A?
b) Quantos séo os pares ordenados (Y, Z) tais que Y C Z C
A?

18. Partindo de
@+ )" (1+2)" = (z+ 1™

e igualando coeficientes adequados, prove mais uma vez a Férmula
de Lagrange:

CP+(CH2+ -+ (O =Ch.

19, Partindo de

(z+1)"-z+ )" =(z+ l)m+h
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e igualando coeficientes adequados, prove mais uma vez a Férmula
de Euler

clct+CLel ™ + -+ CROR=CF ..

20. Prove que 474 + 7777 é divisivel por 4.

21, Calcule o valor de:
a)y cl+ vl 4+
b) CS+C24+CA+ .

22. Calcule o valor das somas

) 1= () +3() 15() ¢
0) 52 =23)+4() +6(5) +

23. Calcule o valor da soma

()5 50) -+ aroea()

24. Demonstre por indugao a Férmula do Binomio.

25. Qual é o termo maximo da seqiiéncia de termo geral a, =

!2?1—}—1!5“ 9
n! v

i
26. Calcule » k(k —1)CF2".
k=0

27. Calcule Z k2cks®,
k=0

Mt




114 Nimeros Binomiais Cap.4

4.3. Polinémio de Leibniz

Podemos obter uma generalizac¢do da férmula do binémio.

4

Tecorema:
7! '”,! (}:1 X
(271 —I—:L'Q —|-"‘-f—21‘,’p) = ——’-‘—,—‘——_l 1 ’82 “-’L’pp
Z ceplog! - - o]

estendendo-se o somatdrio a todos os valores inteiros nao-negativos
de ay,02,. .. ,ap tais que qy 4 a2 + -+ + ap = n.

Prova:

(w1 +ao+ - Hap)" =(@1+az+ - Fap)-
-(::;1—!—:1:2 —}----—}-.’Bp).
O termo genérico do produto é obtido escolhendo-se em cada

parénteses um z; e multiplicando-sc os escolhidos. Ora, se em
ay dos parcnteses escolhermos 27, em oz dos parénteses esco-

41 . .
lhermos 3 etc... obteremos {252 - - ap" (1, v, - - - 5 (¢, inteiros
1 *2 P 1,2, p
- . %y
nao-negativos ¢ ay + g + -+ oy = n). O termo rl ’Bz T Tp

aparece tantas vezes uantos sao os modos de escolhermos nos n
parénteses rvg deles para pegarmos o xj para fator, @y dentre os
que sobraram para pegarmos o 22 como fator cte... .Mas isso pode
ser feito de

n!

¥
ok ok o =

X -
modos. Logo, 27" 25? - zp" aparece no desenvolvimento

n!

alag! ay!
vezes.

Exemplo 4.13: Calcule (22 4 2z — 1)
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Solucdo:

(62420 = 1) = 30— T (u2)m 2y (1)

(’tlT(\SQ'ﬂ'J,T
— § : 9 02(—1)03x231+02,
al'azlag'

onde «, a2, o3 séo inteiros nao-negativos tais que a1 +ag+as = 4.

Abaixo temos uma tabela dos valores possiveis de oy, g, 3
e o8 corespondentes termos do desenvolvimento.

aq ad) a3 T

4 0 0 28

0 4 0 1624
0 0 4 1

3 1 0 87

3 0 1 45
1 0 3 —4z%
1 3 0 3225
0 1 3 — 8z
0 3 1 —3227
2 1 1 —24z5
1 2 1 —48z2
1 1 9 2423
2 2 0 2420
2 0 2 6z

0 2 2 2442

Somando ¢ reduzindo os termos semelhantes obtemos

(:1:2—{—2:1; - 1]4 =

28 827 4+ 9029 + 829 ~ 2622 — 823 + 2022 — 82 4 1. O
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Exemplo 4.14: Determine o coeficiente de z? no desenvolvi-
mento de (z? — z + 2)°.

*

Solucdo:

6! *
(a:2 —z+2)0= Z ——(2?)*1 ()22

a1'02’f¥3‘

i 2 _1)0:220:32:20:14—0:2'
m'az @3

Para que o expoente de x seja 4 devernos ter

1 +ag+az=2=6

Qa1+ on=4
As solugoes sao
o1 a2 s Termo
4 2 604
1 p) 3 48024
0 4 240z%

Somando, o termo em z* do desenvolvimento é 780z%. A resposta
¢ portanto, 780. O

Exemplo 4.15: Deduza uma férmula para o calculo do quadrado
de um polindmio.

Solugdo:
2 § : 2| [T 7 o
(ml‘|’$2+"‘+xn) = ! ! l:r]_ ;'82 “.mn 1
alag! - ay! _

onde oy, «o,. .., &, S0 inteiros nao-negativos lais que oy + a2 +

-+ ay, = 2. Ha dois tipos de solugdes para a equacao acima.

Cap.4
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Um dos « é igual a 2 ¢ os demais séo iguais a zero. Obte-
remos entdo termos da foram 9:2 (1 <i<n).

Dois dos « sdo iguais a 1 e os demais sdo iguals a zero.
Obteremos entdo termos da forma 2z;z; (1 < i < j < n).
Logo,

(ml+$2+"’+$n 2372""2 Z ik 4,

1<i<g<n

isto é, o quadrado de um polindmio é igual & soma dos
quadrados dos seus termos mais a soma dos duplos produ-
tos dos seus termos. Assim, por exemplo,

(22 4+ 3z +1)2 =
2%+ 922 + 14 2(22){3z) + 2(2?)(1) 4 2(3z)1 =

=zt 4623+ 1122 +62+1. O

Exercicios

1. Determine o coeficiente de z17 no desenvolvimento de

(14 z% + :.!:7)20.

2. Determine a soma dos coeficientes do desenvolvimento de

(2% — 32 + 1)1822,

3. Quantos termos possui o desenvolvimento de

(x1+22+ :}:3 + x4)20?

4. Deduza uma f6rmula para o caleulo do cubo de um polinémio.

&




D. Probabilidade

A teoria do azar consiste em reduzir todos
os acontecimentos do mesmo género a um
certo nlimero de casos igualmente possiveis,
ou seja, tais que estejamos igualmente inse-
guros sobre sua existéncia, e em determinar o
nimero de casos favoraveis ao acontecimento
cuja probabilidade é buscada. A razao deste
nimero para o de todos os casos possiveis é
a medida dessa probabilidade, a qual é por-
tanto uma frac¢éo cujo numerador é o niimero
de casos favoriveis e cujo denominador é o
niimero de todos os casos possiveis.

Pierre Simon Laplace
Ensaio filoséfico sobre as Probabilidades

5.1 Introducao

Uma das aplicagées mais importantes dos resultados anteriores é
na Teoria das Probabilidades.

Diremos que um experimento é determindstico quando repeti-
do em condig¢oes semelhantes conduz a resultados essencialmente
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idénticos. Os experimentos ¢ue repetidos sob as mesmas condicoes
produzem resultados geralmente diferentes serdo chamados experi-
mentos aleatdrios. FenOomenos aleatdrios acontecem constante-
mente em nossa-vida diaria. Sao frequentes perguntas i{ais como:
chovera amanha? Qual serd a temperatura méxima no préximo
domingo? Qual serd o niimero de ganhadores da Loteria Es-
portiva? Quantos habitantes terd o Brasil no ano 20007

A Teoria das Probabilidades é o ramo da Matematica que
cria, desenvolve e em geral pesquisa modelos que podem ser uti-
lizados para estudar experimentos ou fendmenos aleatérios.

0O modelo mateméatico utilizado para estudar um fenémeno
aleatorio particular varia em sua complexidade matemaética, de-
pendendo do fenémeno estudado. Mas todos esses modelos tém
ingredientes basicos comuns. O que vamos fazer agora é estudar
uma série de fendmenos aleatérios relativamente simples e inte-
ressantes, e fixar uma série de idéias e nogoes que sdo totalmente
gerais.

5.2 Espaco Amostral e Probabilidades de Laplace

Nesta secao vamos tratar de um caso particular da situagao geral
que sera desenvolvida na secdo seguinte. Este caso particular é
muito importante, e a maior parte dos exemplos e exercicios deste
capitulo sao relativos a esta sec¢do.

A defini¢iio de probabilidade como quociente do nimero
de “casos favordveis” sobre o nimero de “casos possiveis” foi
a primeira definigao formal de probabilidade, ¢ aparecen pela
primeira vez em forma clara na obra Liber de Ludo Aleae de
Jerénimo Cardano (1501-1576). A probabilidade introduzida nesta
se¢ao tem, como veremos, varias propriedades. Elas serdo tomadas
como defini¢ao de uma funcéo de conjunto que também chamare-
mos probabilidade na secao seguinte,

Consideremos o seguinte experimento alcatério: jogue um
dado e observe o nimero mosirado na face de cima.
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A primeira tarefa consiste em descrever todos os possiveis
resultados do experimento e calcular o seu niimero. De outra
forma: explicitar qual é o conjunto de possiveis resultados do ex-
_ perimento e calcular o niumero de elementos contidos nele. Este
conjunto é chamado Espaco Amostral. E facil descrevé-lo em nosso
exemplo:

Q={1,2,...,6}, #()=6.

Os elementos do espago amostral sdo chamados eventos
elementares. Os subconjuntos do espaco amostral serao chamados
eventos. Por exemplo, o subconjunto

A ={2,4,6} r

€ 0 evento que acontece se o niimero mostrado na face de cima é
par.

Passamos agora a segunda etapa: a de calcular a probabaii-
dade de um evento A. Consideremos o caso do evento A = {2,4, 6}
de nosso exemplo. E claro intuitivamente que se repetimos o ex-
perimento um grande niimero de vezes obteremos um niimero par
em aproximadamente a metade dos casos; ou seja o evento A val
ocorrer mais ou menos a metade das vezes. O que esta por tras
dessa intuigao € o seguinte:

a) os eventos elementares sao todos igualmente “provéaveis”;
b) o nimero de elementos de A (#(A) = 3) é justamente a
metade dos elementos de 2 (#(£2) = 6).

Estas consideracoes motiva a defini¢do de probabilidade de
um evento como A, da seguinte forma

) 3 1
probabilidade ded = M === -,

#(@) 6 2

Laplace referia-se aos elementos de A (ou eventos elementa-
res que compdem A) como os casos favordveis. Os elementos do
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espago amostral {2 eram chamados casos possiveis. Defina entéo

ntmero de casos favoraveis

probabilidade = — —_—
nimero de casos possiveis

Vamos entdo reswnir as consideragoes feitas até agora, que
permitem a utilizagao desta defini¢ao de probabilidade.

Suponha que os experimenlos aleatérios tém as seguintes
caracteristicas:

a) Ha um ndimero finito (digamos n) de eventos clementares
(casos possiveis). A unifio de todos os eventos elementares
é o cspago amostral 1.

b} Os eventos elementares sdo igualmente provaveis.

¢) Todo evento A é um unido de m eventos elementares ondc
m < n.

Definimos entao

Probabilidade de A = P(4) = nimero de casos favoraveis

namero de casos possiveis

Conseqiiénceias imediatas desta definigio sao as seguintes
propriedades:

1) Para todo evento A, 0 < P(A) < 1;
2) P =
3; P(¢ )—0 (pmque #(2) = 0);

4) Se ANB = ¢ entéio P(AUB) = P(4) 4 P(B).

Exemplo 5.1: Trés moedas sio jogadas simultaneamente. Qual
é a probabilidade de obter 2 caras? Qual é a probabilidade de
obter pelo menos 2 caras?
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Solugdo: Vamos indicar com H, cara e com T coroa. O espago
amostral é entao

Q={(HHH),(HHT),(HTH),(HTT),(THHY,
(THT),(TTH), TTT)}

Donde:
#(£1) = casos possiveis = 8.

Se A indica o evento “obter 2 caras” temos que
A= {(HHT),(HTE),(THEY).

Assim #(A) = 3 e portanto

Se B denota o evento “obter pelo menos duas caras” temos

B={(HHT),(HTH),(THH),(HHH)}.

Resulta que #(B) =4 e P(B) = % = 3. )

Exemplo 5.2: Dois dados sao jogados simultaneamente. Cal-
cular a probabilidade de que a soma dos niimeros mostrados nas
faces de cima seja 7.

Solugdo: O espago amostral £ consiste de todos os pares (i, )
onde i e j sdo inteiros positivos compreendidos entre 1 ¢ 6. A
figura 5.1 descreve o espago amostral completamente.
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Niimero do segundo dado

1 2 3 4 5 6
gl 1@ | a2 | a3y | a | 4
o
E 2| 2D | 22 (2,3) 24 | 25
‘é 31 B | Gy | B3 (35 | (3,6
.§' 4 | 41 | 42 45 | 46
g 5| 5,1 9| 63 5,5 | (5,6)
z| 6 62 | 63 | 64 | 65 | 66

Fig. 5.1

O nimero de eventos elementares (casos possiveis) é igual
a #(£1) = 36. Seja A o conjunto dos pares (i, j) tais que i +j = 7.
Esses pares estdo sombreados na figura 5.1. Temos que #{A)=6
e portanto

pay o BA) 6 1

#(2) 36 6
Na maior parte dos problemas concretos o Espaco Amostral nao
€ descrito com tanto cuidado. Este é um costume generalizado
(e &s vezes perigoso). Nos exemplos seguintes nio descreveremos
precisamente o Espa¢o Amostral, mas o leitor é aconselhado em
todos os casos a defini-lo com precisao. a

Exemplo 5.3: Dois dados séo jogados simultaneamente. Cal-
cular a probabilidade de que 0 maximo seja maior ou igual a 3.

Solugdo: Os pares tais que o méximo e menor que 3 sao (1,1),
(1,2), (2,1) e {(2,2). Portanto o niimero daqueles nos quais o
maximo é maior ou igual a 3 é 32 e a probabilidade procurada

32/36 = 8/9. O
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Exemplo 5.4: Suponhamos que de n objetos escolhemos r ao
acaso com reposicio. Qual é a probabilidade de que nenhum ob-
jeto seja escolhido mais de uma vez?

'S’olue;cio: O nimero de casos possiveis é igual a n”. O ntmero de
casos favoraveis éigual a n{n —1){n —2) - - (n —r +1) (r fatores).
A probabilidade é portanto igual a

nn—1)(n-2)---(n-r+1)

r

. ad

n

Uma aplicagko interessante deste resultado é a seguinte:
suponhamos que o aniversario de uma pessoz possa cair com igual
probabilidade em qualquer dos dias do ano. Se r pessoas sao
escolhidas ao acaso, a probabilidade de que toda$ fagam anos em
dias diferentes é dada pela férmula anterior com n = 365.

A tabela 5.1 da aproximacgOes por excesso desta probabili-
dade, para diferentes valores de r; por exemplo, para r = 30 a
probabilidade é menor do que 0,30. Os resultados sao bastantes
surpreendentes; em um grupo com 35 pessoas, por exemplo, a
probabilidade de duas delas terem nascido no mesmo dia do ano,
(aniversarios no mesmo dia} é maior do que 80%.

r Probabilidade <
b 0,98

10 0,89

15 0,75

20 0,59

25 0,44

30 0,30

35 0,19

40 0,11

50 0,03

60 0,006 /

Tabela 5.1
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Exemplo 5.5: Para a Copa do Mundo 24 paises sao divididos
em seis grupos, com 4 paises cada um. Supondo cue a escolha
do grupo de cada pais é feita ao acaso, calcular a probabilidade
de que dois paises determinados 4 e B se encontrem no mesmo
grupo. (Narealidade a escolha nio é feita de forma completamente
aleatéria).

Solugdo: Vamos tomar como espago amostral o conjunto de to-
das as permutacdes de 24 clementos; ou scja o niimero de casos
possiveis é 24! Considcremos o diagrama da figura 5.2, que

1 2 3 4 5 6

|.... | ....'....l....l.... | ....I

Fig. 5.2

representa os 24 times divididos em 6 grupos. Quantas permuta-
¢oes existem tais que A e B pertencem ao primeiro grupo? A pode
ser colocado em 4 lugares; restam para B trés lugares ¢ os times
restantes podem ser dispostos em 22! formas diferentes. Portanto
o nimero de permuta¢des com A ¢ B no primeiro grupo é

4 x 3 x 221,

A probabilidade procurada é portanto

6-4-3-22!_3~013 a
241 T3 T

5.3 Espacos de Probabilidade

Vamos introduzir agora a nocao geral de probabilidade e provar
varias propriedades que s&o conseqiiéncias mais ou menos imedia-
ta da defini¢do.
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Definicao 5.1: Seja §) um espaco amostral (conjunto). Uma
fungdo P definida para todos os subconjuntos de 2 {chamados
eventos) é chamada uma probabilidade se

1) 0 < P(A) <1, para todo evento A C €,

2) P(g)= 0, P() = 1;

3) Se A e B sdo eventos disjuntos (também chamados mutue-
mente exclusivos) P{AUB) = P(A) + P(B).

A probabilidade que usamos até agora e que continuare-
mos usando na maior parte deste trabalho € a que se obtém
definido P(A) como o quociente doYhimero de elementos contidos
em A (casos favoraveis) pelo niimero de elementos de {2 (casos
possiveis). Existem muitas probabilidades (ou seja, fun¢des com
as propriedades 1, 2 e 3 da definigdo 5.1) que néo séo desta forma

particular. Um exemplo simples se obtém tomando @ = {0,1} e
definindo

Pl¢)=0, P(R2) =1, P({0})=12/3, P{{1})=1/3.

Em geral, sejam {2 um conjunto com n elementos,
Q = (w1, wa,... ,wn},

€ p1, p2,... ,Pn N NUmMeros nao-negativos e tais que p1 +p2+--+
pn = 1; Definamos P{{w;}) =pi, i = 1,2,... ,n e, em geral, para
A C ), P(A) =soma dos P({w;}) =soma dos p; com w; € A (ou
seja P(A) é a soma das probabilidades dos elementos pertencentes
a A). A funcio P assim obtida é uma probabilidade sobre {}. Em
geral cla é diferente da probabilidade de Laplace introduzida na
se¢do 5.2. Se py = p2 = --- = pn, = 1/n obtemos a probabilidade
de Laplace como caso particular.

Vérias conseqiiéncias simples e Gteis d& defini¢ao de proba-
bilidade estado contidas nas seguintes proposicoes.

Proposigao 5.1: P(A°) = 1 - P(A).
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Demonstragao: Sabemos que
1=P(2)=P(AUA")=P(A)+ P(A°).

Portanto
P(A9Y=1-~P{4). O

Um resultado mais geral esta contido na seguinte

Proposigao 5.2: Se A C B entao P{(A) = P{B} — P(B — A).

Demonstragao: Como B =AU(B — A), lemos

P(B)=P(AU(B - A))=P(A)+ P(B - A),
e portanto P(A) = P{B) — P(B — A). 0

Coroldrio: Se A C B entdo P{A) < P(B).

Demonstragao: Como P{A) = P(B)—P(B—A)e P(B—A)
0 (porque P é uma probabilidade) resulta que P{A) < P(B).

>
0
Proposicao 5.3: P(AUB) = P(4)+ P(B)— P(ANB).
Demonstragao: Temos que

P(A)=P{A-B)+ P(ANB),
P(B — A}y + P(AN B).

=
o
I

Somando:

P(A)+ P(B)= P(A—B)+ P(B—A)+ P(ANB) + P(ANB).

Portanto

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB). O
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Com as mesmas técnicas usadas para descrever e provar o
Principio da Inclusao-Exclusio pode-se estabelecer uma férmula
para P(A1UA2U Ay) onde A1, Aa, ... , Ay sBo n eventos. Como,
salvo modificagocs evidentes, a demonstracao é a mesma, enuncia-
mos o resultado sem apresentar uma prova.

Proposigao 5.4:

P(AiUAU - UALY=P(A1)+ P(A2) +--- | P(An)t
—PA1NAg) — -~ P(Ap—1 N Ap)+
+ PAI N AN Ag) + - +
+(-1)"P(A1 N AN N AY)

~
5

As propriedades provadas nas proposi¢oes anteriores sao
validas para ualquer probabilidade; ou seja, para qualquer funcao
de conjuntos satisfazendo as condigbes da defini¢ao 5.1. Note-se
que sobre o mesmo espago amostral @ € possivel definir muilas
probabilidades diferentes. Um fendomeno aleatorio é representado
matematicamente por um par de objetos: o espago amostral £} (ou
conjunto dc eventos elementares) e uma probabilidade P definida
sobre os subconjuntos {eventos) de {2. O par (£2, P) é chamado
Espaco de Probabilidades.

Introduzimos a nocéo de Espaco Amostral como um objeto
univocamente determinado por um dado fendmeno aleatorio. Isso
nao ¢ estritamente certo, como podemos ver pelo seguinte exemplo
simples: joguemos uma moeda duas vezes ¢ ohservemos o nimero
de caras obtidas.

Representemos como anteriormente cara e coroa com as
letras A ¢ T. Podemos tomar como espago amostral

O —{(H,H),(H,T),(T, H}, (T, T)}

e como £ a probabilidade que faz todos os eventos elementares
(pontos de §17) igualmente provaveis. Mas, como o que estamos
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observando neste experimento ¢ o niimero de caras, poderiamos
tomar como espago amostral o conjunto {22 = {0, 1,2} correspon-
dente a observar 0 caras, 1 cara, ou 2 caras. E como definimos
P37 Se queremos um modelo que “represente” o fenémeno real {no
sentido de que as freqliéncias relativas “aproximem” as probabili-
dades do modelo) deveriamos definir Py da seguinte forma

P0) = B2(2) = 3, Pol1) = 5.

Temos entdo dois espacgos de probabilidades (£, Py) e
(29, P2) que representam o mesmo fendmeno aleatério. Existe al-
gum motivo e determine a preferéncia de um modelo sobre um
outro? A resposta é afirmativa: um modelo cm que os eventos ele-
mentares sejam igualmente provaveis é mais conveniente porque
facilita geralmente os calculos de quase todas as probabilidades.
As técnicas desenvolvidas nos Capitulos 2 e 3 podem scr utilizadas
com proveito. Nos exemplos seguintes as propriedades das proba-
bilidades serao usadas na malor parte dos casos sem referéncia
especifica. A probabilidade serd quase sempre a introduzida na
secao 5.2,

Exemplo 5.6: Uma recepcionista recebeu n chapéus, mas estes
ficaram totalmente misturados. Decidiu, entdo devolvé-los a esmo,
Calcular a probabilidade de que nenhum homem receba o seu. (E
interessante tentar adivinhar o comportamento dessa probabili-
dade quando n é grande, antes de efetuar o calculo.)

Solugao: O ntumero de casos possiveis € igual ao das permutacoes
de n elementos, que é n!. O nimero de casos favoraveis é igual ao
dos permutagoes cadticas de um conjunto com #n elementos. Este
numero foi calculado na secao 3.2 e € igual a

1 1 1 1
I N W 1y
e ETRETIR T D5
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A probabilidade buscada ¢ igual ao quociente destes niimeros;
é portanto igual a

Esta probabilidade se estabiliza rapidamente quando n au-
menta; para n > 4 a variacao é menor que 0,01. (O limite desta
expressao quando n — oo é el & 0,37.)

Exemplo 5.7: Uma loteria tem N niimeros e s6é um prémio.
Um jogador compra n bilhetes em uma extra¢do. Outro compra
s6 um bilhete .em n extracgoes diferentes. (Ambos os jogadores
apostam porténto a mesma importancia). Qual deles tem maior
probabilidade de ganhar o prémio?

Solu¢do: Se todo o dinheiro é jogado numa tnica vez a proba-
bilidade de ganhar é n/N. Para calcular a outra probabilidade
procedemos da seguinte maneira. Vamos calcular primeiro a proba-
bilidade de néo ganhar. O ntimero de casos possiveis é igual a N™.
Os casos favoraveis (neste caso ndo ganhar) sio (N —1)". Portanto
a probabilidade de nao ganhar é igual a

(N—l)“_ N——]_ ?1_ ]_i T
N - N B N
e a de ganhar
1 T
1-— (1 - —) .
N

Temos que comparar agoran/N e 1—(1—/N)™. Afirmamos

n 1?1
Z>1-(1-=
v2 (o)

que

ou equivalentemente,

F
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A demonstragdo desta desigualdade é feita no Apéndice 3.
E interessante observar a concluséo deste resultado: jogar tudo
‘de uma s6 vez € melhor do que ir jogando aos poucos. Em outras
palavras, o jogo “frio” € melhor (porém, em geral, parece provocar .
menos “satisfagao”, porque joga-se menos tempo). Esta conclusao
¢é valida em geral para quase todos os jogos de azar. 0

Exemplo 5.8: Seis bolas diferentcs sfo colocadas em trés urnas
diferentes. Qual é a probabilidade de que todas as urnas estejam
ocupadas?

Solugdo: A escolha da urna em que cada uma das 6 bolas é colo-
cada pode ser feita de 3 modos diferentes. Logo, pelo Principio
da Multiplicac¢ao, o nimero de casos possiveis é

#()=3x3x3x3x3x3=35

Para contar os casos favoraveis sejam A; o conjunto de
distribuigées de bolas pelas urnas que deixam vazia a primeira
urna, Az o conjunto das distribui¢des que deixam vazia a segunda
urna e Ag das distribui¢bes que deixam vazia a terceira.

Temos agora:

#(A1) = #(A2) = #(Az) = 2°
#{A1N A2) = #(A10 A3) = #(Az2 N A3) = 1
#{A1N AN A3) =0,

Portanto, pelo Principio de Inclusio-Exclusao,

#(A1UAUA)=3x2%-1-1-1=302°-1)

3(28 -1 26 1 63 7
P(A1UA2UA3): (gﬁ ): 35 :24?:ﬁ'
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Assim, a probabilidade procurada é

PHALU As U A3) =1 T _2r-7 2
HA1U A2V As) T =1 =52 = =5 = o7

Exemplo 5.9: Um nimero entre 1 e 300 é escolhido aleatoria-
mente. Calcular a probabilidade de que ele seja divisivel por 3 ou
por 5.

Solucdo: Scjam A e B os eventos que acontecem se o numero
escolhido for divisivel por 3 ¢ por § respectivamente. Temos que
calcular ’P(A U B). Os nimeros entre 1 e 300 divisiveis por 3 sao
-100; os divisiveis por 5 sao 300/5 = 60, e os divisiveis por 3 e 5
simultaneamente sdo 300/15 = 20.

Temos portanto

100 1
( ) ﬂ - g:
60 1
P(B) = — = =,
300 ]
20 1
PANB
( ) 300 15

Assim,

1 7
- — = .0

P(AUB)=P(A)+ P(B)~P(ANB) = % é 15 15

v"!

Exemplo 5.10: Um torneio é disputado por 4 times A, B,C e
D. E 3 vezes mais provavel que A venga do que B, 2 vezes mais
provavel que B ven(;a“do. que C e é 3 vezes mais provavel que C
venca do que D. Quais as probabilidades de ganhar para cada um

dos times?
¥
Solugdo: Vamos indicar com

Q= {wla Wz, W3, wCI}
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o espago amostral que consiste dos quatro possiveis resultados do
experimento:

w1 corresponde a que A ganhe o torneio;
wg corresponde a que B ganhe o torneio;
w3 corresponde a que C ganhe o torneio;

w4 corresponde a que D ganhe o torneio.

Seja p = P{w4). Temos

P{w3) = 3p, Plwy)=2P(ws) = 6p,
P(w)) = 3P (wg) - 18p.

Como a soma das probabilidades tém que ser igual a 1,
resulta que

p+3p+6p+18p =1,
ou seja 28p = 1, de onde p = %

Portanto

Exemplo 5.11: Seja P uma probabilidade sobre os eventos (sub-
conjuntos) de um espaco dmostral (1. Sejam A e B eventos tais
que P(A) =% e P(B) =

Prove que:
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5
9

P(ANB°)=P(A—B)=P(A)— P(A
4
9

N B)
> P(4) - P(B)=3 5 =2
¢)
4
| P(AmB)<P(B)_§
" P(ANB)= P(B) - P(B - A)
> P(B) - P(A) =5 -3 =5. D

Exercicios

1. Uma caixa contém 20 pecas em boas condigdes e 15 em maés
condi¢gdes. Uma amostra de 10 pecas é extraida. Calcular a proba-
bilidade de que ao menos uma pec¢a na amostra seja defeituosa.

2. (Poquer com dados) Cinco dados sdo jogados simultanea-
mente e os resultados sao classificados em:

A1 = todos diferentes;

Ao = um par;

Az = dois pares;

A4 = trés iguais;

As = full (trés iguais e dois iguais);
Ag = quatro iguais (poquer);

A7 = cinco iguais;

Ag = uma seqiiéncia.

Calcular as probabilidades de A; i =1,2,...,8.
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3. Uma cidade tem 30000 habitantes e trés jornais 4,8 ¢ C.
Uma pesquisa de opiniao revela que:

12000 leem A;
8000 léem B;
7000 léeem A e B;
6000 léem C;
4500 léeem A e C;
1000 leem B e C;
900 lecem A, B e C.

Qual é a probabilidade de que um habitante leia:

a) pelo menos um jornal;
b) 86 um jornal.

4. Os algarismos 1,2,3,4,5 s&o escritos em 5 cartdes diferentes.
Este cartdes sdo escolhidos (sem reposicéo) aleatoriamente e os
algarismos que vao aparecendo sao escritos da esquerda para a
direita, formando um nimero de cinco algarismos.

a) Calcular a probabilidade de que o nlimero escrito seja par.
b} Se a escolha fosse com reposi¢do qual seria a probabilidade?

5. Colocam-se aleatoriamente b bolas em b urnas. Calcular a
probabilidade de que exatamente uma urna seja deixada desocu-
pada.

6. Dez pessoas sao separadas em dois grupos de 5 pessoas cada
um. Qual é a probabilidade de que duas pessoas determinadas A
e B facam parte do mesmo grupo?

7. 5 homens e 5 mulheres compram 10 cadeiras consecutivas na
mesma fila de um tealro. Supondo que se sentaram aleatoriamente
nas 10 cadeiras, calcular:

a} A probabilidade de que homens e mulheres se sentem em
cadeiras alternadas;
b) A probabilidade de que as mulheres se sentem juntas.
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8. Um nimero entre 1 e 200 é escolhido aleatoriamente. Calcular
a probabilidade de que seja divisivel por & ou por 7.

9. Uma moeda foi cunhada de tal forma que é 4 vezes mais
provével dar cara do que coroa. Calcular as probabilidade de cara

€ CoToa.

10. Aos ndmeros inteiros entre 1 e n sao designadas probabili-
dades proporcionais aos seus valores. Calcular P(i} para 1 <i <

.

11. Trés dados sdo jogados simultaneamente. Calcular a proba-
Iilidade de obter 12 como soma dos resultados dos tres dados.

12. Dois dados sio jogados simultaneamente. Calcular a proba-
bilidade de obter 7 como soma dos resultados.

13. Consideremos uma urna contendo n bolas, das quais 11 > 1
s&o brancas ¢ ng > 1 sho pretas com n = ny + n2. Escolhe-se,
a0 acaso, uma amostra de r bolas, com r < nyer < no. Qual a
probabilidade de que exatamente k das bolas nessa amosira sejam
brancas, sc 0 < k < r.

14. Uma moeda equilibrada (probabildade de cara = probabili-
dade de coroa = 1/2) é jogada n vezes. Calcular a probabilidade
de obter-se exatamente k caras, 0 < &k < n.

15. Sejam A e B eventos tais quc

P(A):%, P(B)zi, e P(ANB)=

| =

Calecular:
a}) P{AU B);

b) P(A%); 7 (7>

c) P(B);

d) P{AnN B%); !
e) P(A°N B};

fy P(A"N B°);
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g) P(A°U B®).

16. Uma urna contém 4 bolas brancas, 4 bolas pretas e 4 bolas
vermelhas. Sacam-se 6 bolas dessa urna. Determine a probabili-
dade de serem sacadas 2 bolas de cada cor:

a) supondo a extracio com reposicéo;
b} supondo a extragéao sem reposicao.

17. No jogo da Sena sdo sorteadas 6 dezenas distintas entre as
dezenas 01 —02—...—50. O apostador escolhe 6§ dessas 50 dezenas
e € premiado se sdo sorteadas 4 (quadra), 5 {quina), 6 {Sena Prin-
cipal) das dezenas por ele escolhidas ou se as dezenas sorteadas
sao escolhidas aumentadas (Sena Anterior) ou diminuidas (Sena
Posterior) de uma unidade (50 + 1 = 01,01 — 1 = 50). Determine
a probabilidade de um apostador (azer:

a) uma quadra;

b) uma quina;

¢) a Sena Principal;

d) a Sena Anterior ou a Posterior.

18. No jogo da Loto sao sorteadas 5 dezenas distintas entre as
dezenas 01 — 02 — --- — 99 — 00. O apostador escolhe 6,7,8,9 ou
10 dezenas e é premiado se séo sorteadas 3 (terno), 4 (quadra) ou
5 (quina) das dezenas escolhidas. Determine a probabilidade de
um apostador que escolheu 10 dezenas fazer:

a} um terno;
b} uma quadra;
¢) a quina.

19. Na Loteria Esportiva ha 13 jogos e o apostador deve indicar
em cada um deles a vitéria do time 1, a vitéria do time 2 ou o
empate. Um jogador é premiado:

a) com 10 pontos, se acerta os resultados dos 10 primeiros
jogos e erra os dos 3 tltimos;

b) com 11 pontos, se acerta os resultados dos 10 primeiros
jogos e acerta apenas um dos resultados dos 3 tltimos;
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c¢) com 12 pontos, se acerta os resultados dos 10 primeiros
jogos e acerta apenas dois dos resultados dos 3 dltimos;
d) com 13 pontos, se acerta 0s resultados dos 13 jogos.

Supondo que em cada jogo os resultados possiveis tenham
probabilidade iguais, determine a probabilidade de um apostador
ser premiado:

a) com 10 pontos;
b) com 11 pontos;
c) com 12 pontos;
d) com 13 pontos.

20. Escolhem-se ao acaso duas pe¢as de um dominé. Qual é a
probabildade delas possuirem um nimero comum?

21. H4 8 carros estacionados em 12 vagas em fila.

a) Qual é a probabilidade das vagas vazias serem consecuti-
vas?
b} Qual é a probabilidade de nao haver duas vagas vazias con-

secutivas?

29. (linco homens e cinco mulheres sentam-se aleatoriamente em
dez cadeiras em circulo. Calcule:

a) A probabildade de os homens ¢ as mulheres se sentarem
em lugares alternados.
b} A probabilidade das mulheres se sentarem juntas.

93. Uma caixa contém 2n sorvetes, n de cbco e n de chocolate.
Em um grupo de 2n pessoas, a (a < n} pessoas preferem cbco e
b (b < n) pessoas preferem chocolate. As demais néo tem pre-
feréncia. Os sorvetes sao distribuidos ao acaso. Qual é a proba-
bilidade de todas as preferéncias serem respeitadas?

24. Em um armario hé n pares de sapatos. Retiram-se ao acaso
p pés de sapatos desse armario. Qual a probabilidade de haver
entre esses pés exatamente k pares de sapatos?
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25. Colocam-se ao acaso n botdes em um tabuleiro n x n, nao
sendo permitido haver dois botdes em uma mesma casa. Qual é a

probabilidade de ndo haver dois botées nem na mesma linha nem
na mesma coluna?

26. Um poligono regular de 2n + 1 lados estd inscrito em um
circulo. Escolhem-se 3 dos seus vértices, formando-se um tridngulo.
Qual é a probabilidade do centro do circulo se interior ao triangulo?

27. Nos cartdes da Sena, as dezenas sio apresentadas em um

quadro com 5 linhas e 10 colunas. Determine a probabilidade das
6 dezenas sorteadas:

a) pertencerem & mesma linha;

b) pertencerem a apenas duas linhas, 5 numa linha e 1 na
outra;

¢} idem, 4 numa linha e 2 na outra;

d) idem, 3 numa linha e 3 na outra;

e) pertencerem a apenas trés linhas, duas em cada;
f) pertencerem a linhas diferentes.

28. Tem-se n urnas. Bolas séo colocadas ao acaso nas urnas,
uma de cada vez, até que alguma urna receba duas bolas. Qual é
a probabilidade de colocarmos exatamente p bolas nas urnas?

29. Um carro estaciona entre n outros em fila e ndo numa ponta.
Quando o dono retorna ainda estfo estacionados m dos n carros.

Qual é a probabilidade das duas vagas adjacentes ao seu carro
estarem vazias?

30. Se n homens, entre os quais Jodo e Pedro, sio postos ao

acaso em uma fila, qual é a probabilidade de haver exatamente m
pessoas entre Jodao e Pedro?

31. Em um grupo de 10 pessoas, quatro sdo sorteadas para ga-

nhar um prémio. Qual é a probabilidade de uma particular pessoa
ser sorteada?

32. Doze pessoas sio divididas em trés grupos de 4. Qual é a

probabilidade de duas determinadas pessoas ficarem no mesmo
grupo?
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33. Em um roda sdo colocadas, ao acaso, n pessoas. Qual é a
probabilidade de duas determinadas dessas pessoas ficarem jun-

tas?

34. Jodo e Pedro lancam, cada um, um dado néo-tendencioso.
Qual é a probabilidade do resultado de Joao ser maior ou igual ac
resultado de Pedro?

35. Qual é a probabilidade de uma permutagao dos nimeros
{1,2,...,10) ter exatamente 5 elementos no seu lugar primitivo?

36. P(4)=13, P(B) =3 P(C)=3 P(ANB) = 3, P(ANC) =
3, P(BNC)=0. Calcule:

a) P(AUBUC);
b) PlA— (BUC)
c) P(AN(BUC)];
8) P(i(AnB)UC).

37. P(A)= %, P(B)=1,P(C)=3% P(ANB) =5 P(ANC) =
P(BNC) = 10‘ P(ANBNC} = -1§ Determine a probabilidade
de ocorréncia de:

a) Exatamente um dos eventos A, B, C;
b) Exatamente dois dos eventos A, B, C;
¢} Pelo menos dois desses eventos;
d) No méximo dois desses eventos;
e) No méaximo um desses eventos.

5.4. Probabilidades Condicionais

Consideremos o experimento que consiste em jogar um dado nao-
viciado. Sejam @ = {1,2,...,6}, A = {2,4,6} e B = {1,24}.
Termos que P(B)#(B)/#(0) = 3/6 = 1/2. Esta é a probabilidade
de B a priori, quer dizer, antes que o experimento se realize.
Suponhamos que, uma vez realizado o experimento, alguém nos
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informe que o resultado do mesmo é um niimero par, isto é, que A
ocorreu. Nossa opinido sobre a ocorréncia de B se modifica com
esta informacao, j& que, entio, somente podera ter ocorrido B se o
resuttado do experimento tiver sido 2. Esta opinido é quantificada
com a introducido de uma “probabilidade a posteriori” ou, como

vamos chaméa-la doravante, probabilidade condicional de B dado
A, definida por

#(BNA4) 1
#4) 3

Introduzimos em geral a seguinte

Deﬁnigéo 5.2: Dados dois eventos A e B, a probabilidade condi-
czonal’de B dado A é o nimero P{ANB)/P(A). Representaremos
este nimero pelo simbolo P(B/A). Temos ent&o simbolicamente

P(AN B)

(5.1) P(B/A) = =7y

Note-se que este mimero s6 esta definido quando P(4) > 0.
A equagdo (5.1) é também escrita como

(5.2) P(ANB)=P(A)P(B/A).

Se P{B) > 0 temos também

(5.3) P(ANB) = P(B)- P(A/B).

. Antes de passar aos exemplos indicaremos algumas pro-
priedades basicas da no¢éo de probabilidade condicional.

Proposi¢io 5.5: Seja A tal que P(A) > 0. Entéo

a) P(¢/A) =0, P(Q/A)=1, 0< P(B/A)< 1.
- b) P((BUC)/A) = P(B/A) + P(C/A), se BNC = ¢. Ou
seja, fixado A a probabilidade condicional é outra probabilidade
sobre o espaco amostral §}.
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Demonstragao:

P(¢nA) P(¢) O

8) P(o/A)= —pry” = Fla)  P(A)
P(ANA)  P(A

PO/A) = =5y~ Pa

-

Como 0 < P(ANB) € P(A) temos

P(ANB) _.
- P T

isto €,

0 < P(B/A) <1

P((BUC)N A)
P{A)

b) P((BUC)/A) =

Cap.5

=0,

P((BNA)U(C N A))

P(A)

P(BNA)  P(CNA)

Proposigio 5.6: (Teorema do produto) Se
P(AlﬂAzn---ﬁAn)% 0,

tao '
en P(AlﬂAzﬂ"'nAn):

P(A) P(A)
= P{B/A) + P(C/A).

— P(A1)P(A2/A1)P(A3/(A1N Ag)) -

- P(An/(A1NA2N - N Any)
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Esbogo da Demonstragao: Para dois conjuntos A1 e Ay a
formula é valida proque coincide com (5.2}, Verifiquemos a férmula
para trés conjuntos (n = 3) A1, Ao e As.

Temos

P{A1NAan Ag) = P(As3/(A1 N A )P(A1 N Ap)
= P(A3/(A1 N A2))P(A2/A1)P(41)
que é o resultado desejado. No caso geral o raciocinio é semelhante

e usa o Principio de Inducdao Completa. O

Exemplo 5.12: Um grupo de pessoas esta classficado da seguinte
forma:

fala fala fala
inglés alemao francés
homens 92 35 47
mulheres 101 33 52

Escolhe-se uma pessoa ao acaso. Sabendo-se que esta pes-
soa fala frances, qual ¢ a probabilidade de que seja homem?

Solu¢do: Seja A o cvento que ocorre se a pessoa escolhida fala
francés e B se a pessoa escolhida é homem. Temos

P(A) = 4132 _ 99

360 T 3600

P{ANB) = 3;‘;375,

e portanto

P(ANB) _ 47/360 47
P(A)  99/360 99’

P(B/A) =
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Note-se que

47 4T #A(NB)
PIBIA) = s =T s~ #(A)

Isto sempre acontecera se, na probabilidade considerada, todos os
pontos do espago amostral sdo igualmente provaveis. a

Exemplo 5.13;: Numa prova hé 7 perguntas do tipo verdadeiro-
falso. Calcular a probabilidade de acertarmos todas as 7 se:

a} escolhermos aleatoriamente as 7 respostas,
b) escolhermos aleatoriamente as respostas mas sabendo que
hé mais respostas “verdadeiro” do que “falso”.

Solucdo:

a) Ha 27 = 128 possibilidades e portanto P|acertas os 7 testes| =

1
128" ) ]
b) Seja A o conjunto de todos os pontos com mails respostas
“V” do que “F”. Temos que

#(A) = (D+(;)+(E)+(D =35 +21+4+7+1=064,

e portanto a probabilidade buscada é igual a 1/64. G

Exemplo 5.14: Sabe-se que 80% dos pénaltis marcados a favor
do Brasil sao cobrados por jogadores do Flamengo. A probabili-
dade de um pénalti ser convertido é de 40% se o cobrador for do
Flamengo e de 70% em caso contrario. Um pénalti a favor do
Brasil acabou de ser marcado:

a) Qual a probabilidade do pénalti ser cobrado por um jogador
do Flamengo e ser convertido?

Solugdo:
A probabilidade desejada ¢é:

P(“cobrador ¢ do Flamengo” e “pénalti é convertido”) = P(FNC).

o

F c
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Pelo Teorema do Produto:

P(FNC)=P(FYNP(C/F)=10,8%x0,4=0,32.

Note que, ainda pelo Teorema do Produto, poderiamos ter
escrito;

P(FNC)=P(C)-P(F/C).

No entanto, as probabilidades que ocorrem no lado direito
da igualdade nédo estao explicitas no enunciado.

b) Qual a probabilidade do pénalti ser convertido?

Solugdo: Note que, do enunciado, apenas sabemos as probabili-
dades condicionais do pénalti ser convertido, dado que o batedor
seja do Flamengo ou pertenca a um outro clube. Para fazer uso
dessas probabilidades condicionais, decompomos o evento C: “o
pénalti é convertido” na uniao de dois eventos disjuntos: “o co-
brador é do Flamengo e o pénalti é convertido” e “o cobrador nio
é do Flamengo e o pénalti é convertido”.

Isto é:
C=(Fncyu(Fnc).
Logo
P(C)=P(FNC)+ P(FNC).

Cada uma das probabilidade do lado direito pode ser cal-
culada com auxilio do Teorema do Produto.

P(FNC)=P(F)-P(C/F)=0,8x%x0,4=0,32;
P(FNC)=P(F)-P(C/F)=10,2%0,7=0,14.
Logo,
P(C)=10,32 40,14 = 0, 46.

Uma forma pratica de resolver problemas como este é recor-
rer a diagrama de drvore. Tais diagramas sao tteis sempre que o
experimento aleatério possua diversos estagios.

O diagrama apropriado para o problema em questéo é dado
na figura 5.3.
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LE—

' Converte (C)

Nio Converte (C)

_4 Converte (9

1
[—— Sy

{ Nao Converte (C) |

Fig. 5.3

Os nimeros em cada ramo representam as probabilidades
condicionais do evento associado ao final do ramo, dado a seqiiéncia
de eventos que nos conduziu ao inicio de ramo.

A decomposicdo do evento “pénalti é convertido” em even-
tos disjuntos é feita, no diagrama, tomando-se todos os caminhos
sobre a arvore que levam a este evento. A probabilidade cor-
respondente a cada caminho é calculada usando o Teorema do
Produto.

Desta forma, temos novamente:

P(C)=10,8x0,4+0,2x0,7=0,46.

¢) Um pénalti foi marcado a favor do Brasil e acabou de ser
desperdicado. Qual é a probabilidade de que o cobrador
tenha sido um jogador do Flamengo?

Solugdo: A probabilidade pedida ¢ uma probabilidade condi-
cional (P(F/C)) que nao é explicitamente dada no enunciado.
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Para calcula-la recorremos & definicio de probabilidade codicional
e ao diagrama de arvore introduzido no item (b).

Converte (C)
o
Flamengo
0.8 (F) \
' Néo Converte (C)
Converte (C)
0.7
0.2 Nio do
Flamengo
(F)
0.3

Nao Converte (C)
Fig. 5.4

Temos

P(FNC)
P(C)
P(FNT)=10,8x0,6=0,48
(siga 0 caminho correspondente na arvore);
P(C)=0,8%x0,6+0,2x0,3=0,54
(siga os caminhos na arvore que levam a “ndo verte” );
0,48 ‘

P(F/C) = m = 0, 89.

P(F/C) =

(Observe que o fato de o pénalti ter sido desperdicado fez com que
a probabilidade “a posteriori” do batedor ser do Flamengo (0,89)

fosse maior do que a probabilidade “a priori” do jogador escolhido
ser do Flamengo (0,8).). 0
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Exemplo 5.15: Consideremos dois dados: um deles equilibrado
(P({1}) = P{{2}) = --- = P({6}) = 1/6) e outro viciado com
P({1}) = 1/2 ¢ P({2}) = --- = P({6}) = 1/10. Escolhe-se um
‘dos dados ao acaso e se efetuam dois lancamentos, obtendo-se dois
uns. Qual a probabilidade condicional de que o dado escolhido
tenha sido o viciado?

Solucdo:
Viciado % y %= %
1/2 \
Dois uns
Dois uns
A 11
172 66 36
Equilibrado \
Fig. 5.5
Temos
. 1 1 1 1 5
Plobservar dois uns] = 71 + 336" 36
.. , 11 1
Pldado viciado e dois uns| = 5'1°%

A probabilidade buscada é entao igual a

1/8 9

5/36 10

Exempo 5.16: Marina quer enviar uma carta a Verdnica. A
probabilidade de que Marina escreva a carta é de 8/10. A proba-
bilidade de que o correio nao a perca é de 9/10. A probabilidade

Cap.5 Probabilidade 149

de que o carteiro a entregue é de 9/10. Dado que Verdnica nao
recebeu a carta, qual é a probabilidade condicional de que Marina
nao a tenha escrito?

Solugdo:

9/10 Entrega
Nio perde

1/10

9/10

Escreve Ni&o entrega

8/10 m Perde

2/1\ N&o escreve

Fig. 5.6

P(n&o escreve)

P(néo escreve|néo recebe} = P (nd be) =
nio recebe

B 2/10 _25 0
- 2 8 1 8 9 1 — A"
w5+t t oo M

Os trés tltimos exemplos poderiam também ter sido re-
solvidos utilizando os dois resultados gerais a seguir.

Proposigao 5.7: (Teorema da Probabilidade Total) Se B
é um evento contido numa uniado de eventos disjuntos

Al,AQ,... ,An, [

P(A1) > 0,P{A2) > 0,... ,P(A,) > 0,
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entao

P(B) = P(A1)P(B/A1)+P(A3)P(B/A2)+- -+ P(Ay)P(B/An).

A figura 5.7 ilustra a situagio do teorema.

Ar| Az Ap

1 B

---..___-__-

Fig. 5.7

Demonstragao: Temos que

B={A1nB)u(A3NB)U.---U{A,NB)}.

Entao,

P(B)=P(A1NB)+P(A2NB)+---+ P(ApNB) =
P(A1)-P(B/A1) + P(Ay) - P(B/Ag) + - +
+- 4+ P(An)- P(B/Ay). O

Proposicao 5.8: (Teorema de Bayes) Nas condigdes da pro-
posicoes anterior, se P(B) > 0, entdo, parai, i =1,2,... ,n,

P(A;)- P(B/Aj)

PAAYB) = B P(B/AY + 1 P(An) P(B/AD
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Demonstracao: Temos que

P(BNA;)

P(B)
_ P(4:)- P(B/Ai)
- P(B) '

P(Ai/B) =

Usando a identidade obtida na proposi¢aoc anterior obtemos
a férmula pedida. o

Exemplo 5.17: Durante o més de agosto a probabilidade de
chuva em um dia determinado é de 4/10. O Fluminense ganha um
jogo em um dia com chuva com probabilidade 6/10 e em um dia
sem chuva com probabilidade de 4/10. Sabendo-se que o Flumi-
nense ganhou um jogo naquele dia de agosto, qual a probabilidade
de que choveu nesse dia?

Solucdo: Utilizando o Teorema de Bayes temos
P|choveu/ganhou} =

_ Plchoveu] Pganhou/choveu]
~ "P[choveu | Plganhou/choven]+P[ndo choveu] Plganhou/néo choveu]

4, B

_ =1
6'16 1616 2

4

Exemplo 5.18: Num exame ha 3 respostas para cada pergunta
e apenas uma delas ¢ certa. Portanto, para cada pergunta, um
aluno tem probabilidade 1/3 de escolher a resposta certa se ele
est4 adivinhando e 1 se sabe a resposta. Um estudante sabe 30%
das resposta do exame. Se cle deu a resposta correta para uma
das perguntas, qual é a probabilidade de que a adivinhou?

Solucao: Utilizando o Teorema de Bayes temos

. 0,70 x 3 7
Pladivinhou/resposta correta] = T 3 = —-.
0,70 x 540,30 x1 16
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A arvore corespondente é dada na figura 5.8.

1
Sabe —— Resposta correta
0,30
Resposta correta
1/3
0,70 ..
Adivinhou
2/3

Resposta errada

Fig. 5.8

Introduzimos finalmente a nocao de independéncia de even-
tos. A definigio que se encontra mais abaixo capta a idéia intuitiva
da nao influéncia de um evento A sobre a ocorréncia ou nao de
outro evento B. De outra forma: a ocorréncia de A néao melhora
nossa posi¢ao para “predizer” a ocorréncia de B. Esta idéia é for-
malizada dizendo que a probabilidade condicional de B dado A é
igual a probabilidade de B. Em simbolos

P(B/A)= P(B) (P(A)>0).
Esta identidade é equivalente a

P(BN A)

oo = P8

Isto é:
' P(BNA)= P(B): P(A)
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(que é valida mesmo que se tenha P(A) = 0). Esta tltima identi-
dade é tomada como definicdo da independéncia de dois eventos.
Temos entao

Definigao 5.3: Dois eventos A e B sav chamados independentes

” P(AnB)= P(A) P(B).

Uma conseqiiéncia imediata desta definicao é que o vazio ¢
e 0 espago amostral £ sdo independentes de qualquer outro evento,
porque, se A é um evento, entao:

P(ANg¢)=P(¢) =0=P(¢) P(4)

P(ANQ) = P(A) = P(A) - 1= P(A) - P(Q).

Exemplo 5.19: Treze cartas sao escolhidas de um baralho co-
mum de 52 cartas. Seja A o evento “o 4s de copas esté entre as 13
cartas” e B o evento “as 13 cartas sao do mesmo naipe”. Provar
que A e B séo independentes.

Solugdo:

(;) 511131390 13 1
N ?2) 121391521 52 4°

P(AmB)

Portanto P(A N B) = P{A)P(B) ou seja A e B s&o eventos inde-
pendentes. O

A extensiao da nocédo de independéncia para n eventos
A1, Aa, ..., Ap éfeita naturalmente pensando no Teorema do Pro-
duto. Dizemos que eles sao independentes se para toda escolha de
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um numero arbitrario deles, a probabilidade da intersecao é igual
ao produto das probabilidades. Formalmente:

Definicao 5.4: A1,Aa,...,An sdo independentes se YV k, e
‘Y i1,42,... 1k, tem-se

P(A;, NAp N - N Ay ) = P(Ay) - P(As,) - P{Ay).

Nota: Para provar que 2 eventos sao independentes s6 devemaos
verificar uma identidade. Para provar que 3 eventos sédo indepen-
dentes temos que verificar 4 identidades. Em geral, para provar
que n eventos sao independentes, é necessario verificar 2" —n — 1
identidades (2™ — n — 1 é igual ao nimero de subconjuntso com 2
ou mais elementos contidos num conjunto de n elementos). Nao é
suficiente verificar todas as identidades tomando os subconjuntos
de a dois elementos, como o seguinte exemplo mostra.

Seja {2 o espaco amostral apreseniado na figura 5.9 com 4
pontos w1, ws, w3 € wyq, € P a probabilidade que associa a cada
ponto o valor 1/4.

C

i L

Fig. 5.9
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Sejam
C = {‘L[Jl,’tﬂg}, L= {w31w4} e D= {’IUQ,?.U3},

trés eventos correspondentes a4 primeira coluna, a segunda linha e
a diagonal, respectivamente.

Resulta que

P(CNL)=P(CND)=P(LND)=Plws) = 3.

Ou seja, tomados dois a dois os eventos s&o independentes. Mas
os trés simultaneamente nac sao independentes porque

P(CNLND)y= Plwsg)=

4 == P(C)-P(L)- P(D).

|
o0 —

Exemplo 5.20: Um jogador deve enfrentar, em um torneio, dois
outros A e B. Os resultados dos jogos s@o independentes e as
probabilidades dele ganhar de A e de B séo 1/3 e 2/3 respectiva-
mente. O jogador vencerd o torneio se ganhar dois jogos consec-
utivos, de um série de 3. Que série de jogos é mais favoravel para
0 jogador: ABA ou BAR?

Solucdo: A probabilidade do jogador vencer se escolher a primeira
série ABA é (ganha de A, ganha de B ou perde para A, ganha de
B e ganha de A)

A probabilidade do jogador vencer se escolher a segunda série

BAB é
21 1 1 2 8

_____ 77

Ou seja, a primeira série é mais favoravel. Este resultado pode
parecer surpreendente, pois A, o adversario mais dificil, comparece



156 Probabilidade Cap.5

duas vezes na primeira série. O que acontece intuitivamente é que
0 jogo com A na segunda série é decisivo. Na primeira série, o
jogador tem duas chances para derrotar A. )

"Exemplo 5.21: A probabilidade de fechamento de cada relé do
circuito apresentado na figura 5.10 é igual a p, 0 < p < 1.

-

3

2
ot L LN,

Fig. 5.10

Se todos os relés funcionam independentemente, qual é a
probabilidade de que haja corrente circulando entre os terminais
A e B?

Solugdo: Seja A; o evento que ocorre se o relé estd fechado, i =

1,2,3,4,5.

Seja C o evento que ocorre se ha corrente entre os terminais
A e B. Queremos calcular P(C). Temos

P(C) = P[(A1 N AN A3) U (A1 N AgN As)U

U(A1NAsNAs)U(A1NAgN Ag)
= P(A1NA2NA3) + P(A1 N A4 N A5)+

+P(A1NAgN Ag) + P(AL N A4 N Ag)+
—P(A1N AN AsN AgN As)j+
— P(A1NAsN Az As)+
— P(A1N AN Az N Ag)+
— P(A1NA3NAgN As)+
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—~ P{A1 N AN AgN As)+

— P{A1NA2NAsNAgN As)+
+ P(A1NA2NA3N A4 N As)}+
+ P{A1NA2NA3N A4 N As)+
+ P(A1NAsNA3N AN As)+
+ P(A1NA3NA3N AgN As)+

— P(A1NA3NAzN Agn As)

9 5

= d4p® —p® —4p" —p° +4p° — p° = 4p° — 4" + p°.
No calculo utilizamos a férmula para calcular a probabili-
dade da unido de 4 eventos nao disjuntos e o fato dos eventos

serem independentes.

Obtemos uma solugdo mais simples para o problema se
prestarmos mais atencdo & estrutura do circuito. Observe que
para circular corrente entre A e B é necessirio que o relé 1 esteja
fechado e que pelo menos um entre 2 e 4 e pelo menos um entre
3 e b também o estejam.

Desta forma C = A1 N {AU Ay) N (A3U As). Logo
P(C)= P(4A1) -P(AQUA4) - P(A3 U As)

P{A1} - (P(A2) + P(A4) — P(A2N A4))
< (P{A3)+ P(As)—P(A NA))
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Exercicios

1. Escolhe-se ao acaso um nimero entre 1 e 50. Se o niimero é
primo qual é a probabilidade de que seja impar?

2. Uma moeda é jogada 6 vezes. Sabendo-se que no primeiro
langamento deu coroa, calcular a probabilidade condicional de que
o niimero de caras nos seis langamentos supere o nimero de coroas.

3. Uma moeda é jogada 4 vezes. Sabendo que o primeiro resul-
tado foi cara, calcular a probabilidade condicional de obter pelo
menos 2 caras.

4. Jogeu um dado duas vezes. Calcule a probabilidade condi-
cional de obter 3 na primeira jogada, sabendo que a soma dos
resultados foi 7.

5. Duas maquinas A e B produzem 3000 pecas em um dia. A
méaquina A produz 1000 pecas, das quais 3% sdo defeituosas. A
méaquina B produz as restantes 2000, das quais 1% s&o defeituosas.
Da produgio total de um dia uma peca € escolhida ao acaso e,
examinando-a, constata-se que é defeituosa. Qual é a probabili-
dade de que a peca tenha sido produzida pela maquina A?

6. Trés urnas I,II e III contdm respeciivamente 1 bola branca e
2 pretas, 2 brancas e 1 preta ¢ 3 brancas e 2 pretas. Uma urna ¢
escalhida ao acaso e dela é retirada uma bola, que é branca. Qual
é a probabilidade condicional de que a urna escolhida foi a 117

7. Um estudante resolve um teste com questdes do tipo verdadei-
ro-falso. Ele sabe dar a solucio correta para 40% das questoes.
Quando ele responde uma questio cuja solugéo conhece, da a res-
posta correta, € nos outros casos decide na cara ou coroa. Se uma
questdo foi respondida corretamente, qual é a probabilidade de
que ele sabia a resposta?

8. Se 4 e B sio eventos independentes tais que

P(A)=1/3 e P(B)=1/2
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Calcule
P(AUB), P(A°UB% e P(A°N B).

9. Sejam A e B dois eventos independentes tais que

P(A)=1/4 e P(AUB)=1/3.
Calcule P(B).

10. Uma moeda equilibrada é jogada duas vezes. Sejam A e B
08 evenlos:

A: cara na primeira jogada;

B: cara na segunda jogada. Verifique que 4 e B sio indepen-
dentes.

11. Com as mesmas hipéteses do exemplo 5.11 Calcule a proba-

bilidade de que haja corrente circulando entre os terminais A e
B.

2
A / %
4

CO\I—-a

)

Fig. 5.11

12. Provar que se A, B e C sio eventos independentes, entao

a) A, B¢ sio independentes;
b) A€ B,CF€ sio independentes.

Nota: Em geral se Ay, As,... ,Ar sdo independentes, entao

B1,Bg,..., B, sio independentes onde B; é igual a algum dos
Ajou A i=1,2,...,r
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13. (Problema dos Encontros de Montmort*) Forma-se, a0 acaso,
uma permutacio simples dos nimeros 1,2, ... ,n. Caso o nhmero
i ocupe o i-ésimo lugar, dizemos que hd um encontro na posi¢ao
5. Calcule a probabilidade de na permutagio formada:

a) haver exatamente k encontros (k < n);

b} haver um encontro na posi¢ao ¢ dado que ha exatamente k
encontros na permutagao;

¢) haver um encontro na posicao i e nao haver um encontro
na posigao j (i £ 7);

d) haver um encontro na posigao ¢ dado que néo hé encontro
na posigao j (i # j).

14. Jogue um dado duas vezes. Considere os eventos:

A= o resultado do 1° lan¢gamento é par;
B= o resultado do 2% lan¢gamento é par;
C= a soma dos resultados & par.
A e B sio independentes? e A e C? e BeC? e A,BeC?

15. Uma pessoa com um molho de n chaves tenta abrir uma
porta. Apenas uma das chaves consegue abrir a porta. Qual é a
probabilidade dela sé coseguir abrir a porta na k- ésima tentativa:

a) supondo que apés cada tentativa mal sucedida ela descarta

a chave usada;
b) supondo que ela nao faz isso. .

16. {Problema de Chevalier de Méré) Determine a probabilidade
de obter:

a) ao menos um 6 em quatro langamentos de um dado
b) ao menos um duplo 6 em 24 lan¢amentos de um par de
dados.

17. A probabilidade de um homem ser canhoto é 1—10. Qual é a

probabilidade de, em um grupo de 10 homens, haver pelo menos
um canhoto?

*Pierre Remond de Montmort {1678-1719)

Cap.5 Probabilidade 161

18. Sacam-se, sucessivamente e sem reposicao, duas cartas de
um baralho comum (52 cartas). Calcule a probabilidade de a 12
carta ser uma dama e a 2% ser de copas.

19. Repartem-se as 52 cartas de um baralho comum por 4 par-
ceiros, N, S, E, W, recebendo cada um 13 cartas. Para cada k €
{1,2,3,4} defina Ny como sendo o evento “N recebeu pelo menos
k ases” e defina analogamente Sy, Ey, Wy. Calcule as probabili-
dades de

a) Wf

b} NaN Sy

c) Nin S

d) Wa — Wy

e) NINS1NE NW;
f) NanWw;

g) (N2U S2)N Ey

h} E2, na certeza de Wy,

20. Um exame de laboratério tem eficiéncia de 95% para detec-
tar uma doenca quando essa doenga existe de fato.

Entretanto o teste aponta um resultado “falso positivo”
para 1% das pessoas sadias testadas. Se 0,5% da populacéo tem a
doenca, qual é a probabilidade de uma pessoa ter a doenga dado
que o seu exame foi positivo?

21. Uma urna contém 10 bolas numeradas de 1 a 10. Sacam-se,
com reposi¢ao, 4 bolas dessa urna. Sejam X e Y respectivamente
0 minimo e 0 maximo dos nimeros das bolas sacadas. Calcule:

a) P(X > 3)

b) P(X < 3)

c) P(X =3)

dy P(Y < 5)

e) P(Y > 5)

f) P(Y =5)

g) P(X =3eY =9)
h} P(X =3]y =9)
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22. Resolva o problema anterior supondo extragéo sem reposigao.

23. A lanca uma moeda néo-viciada n 4+ 1 vezes ¢ B lanca a
.mesma moeda n vezes. Qual é a probabilidade de A obter mais
caras que B7Y

24. Quantas pessoas vocé deve entrevistar para ter probabili-
dade igual ou superior a 0,5 de encontrar pelo menos uma que
aniversarie hoje?

25. 2N rapazes e 2N mocas sao divididos ao acaso em dois gru-
pos de 2N pessoas cada. Qual a probabilidade de em cada grupo
haver tantos rapazers quanto mogas?

26. Uma urna contém 3 belas vermelhas e 7 bolas brancas. A
e I3 sacam alternadamente, sem reposi¢do, bolas dessa urna até
que uma bola vermelha seja retirada. A saca a 1* bola. Qual é a
probabilidade de A sacar a bola vermelha?

27. Em uma cidade com n + 1 habitantes, uma pessoa conta um
boato para uma oulra pessoa, a qual por sua vez o conta para
uma terceira pessoa, ctc... Calcule a probabilidade do boato ser
contado m vezes:

a) sem retornar a primeira pessoa;
b) sem repetir nenhuma pessoa.

28. Em uma cidade, as pessoas falam a verdade com probabili-
dade % Suponha que A faz uma afirmagéo e que D diz que C diz
que B diz que A falou a verdade. Qual é a probabilidade de A ter
falado a verdade?

29. Uma urna contém a bolas azuis e b bolas brancas. Sacam-
sc sucessivamente bolas dessa urna e, cada vez que uma bola é
sacada, ela é devolvida & urna e sao acrescentadas & urna mais p
bolas de mesma cor que a bola sacada. Scja A; o evento “a i-ésima
bola sacada é azul”. Calcule

a) P{A1);
b) P(Az);
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c) P(A3);
d) P({A2/A1);
e) P(Al/Az).

30. 2" jogadores de igual habilidade disputam um torneio. Eles
sao divididos em grupos de 2, ao acaso, e jogadores de um mesmo
grupo jogam entre si. Os perdedores sao eliminados e os vence-
dores sao divididos novamente en grupos de 2 e assim por diante
até restar apenas um jogador que é proclamado campefo. Qual é
a probabilidade de dois jogadores A e B se enfrentarem durante

o torneio? Qual é a probabilidade do jogador A jogar exatamente
k partidas?

31. Em um torneio como o descrito no exercicio anterior, os
Jogadores tem habilidades diferentes e nio hd surpresas nos resul-
tados (se A é melhor que B, A vence B). Qual é a probabilidade
do segundo melhor jogador ser vice-campedo do torneio?

32. Sacam-se, com reposigéo, n (n > 1) bolas de uma urna que
contém 9 bolas numeradas de 1 a 9. Qual é a probabilidade do
produto dos nimeros das n bolas extraidas ser divisivel por 10?

33. Quantas vezes, no minimo, se deve lancar um dado néo ten-

dencioso para que a probabilidade de obter algum 6 seja superior
a 0,97

34. Um jari de 3 pessoas tem dois jurados que decidem correta-
mente (cada um) com probabilidade p e um terceiro jurado que
decide por cara ou coroa. As decisdes sao tomadas por maioria.
Outro juri tem probabilidade p de tomar uma deciséo correta.
Qual dos jaris tem maior probabilidade de acerto?

35. Um dia vocé captura dez peixes em um lago, marca-os e
coloca-os de novo no lago. Dois dias apés, vocé captura vinte
peixes no mesmo lago e constala que dois desses peixes haviam
sido marcados por vocé.

a) se o lago possui k peixes, qual era a probabilidade de, cap-
turando vinte peixes, encontrar dois peixes marcados?
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b) para que valor de k essa probabildade é maxima?

36. Um prisioneiro possul 50 bolas brancas, 50 bolas pretas e
duas urnas ignais. O prisioneiro deve colocar do modo que preferir
"as bolas nas duas urnas (nenhuma das urnas pode ficar vazia). As
urnas serao embaralhadas e o prisioneiro devera, de olhos fechados,
escolher uma urna e, nesta urna, uma bola. Se a bola for branca ele
serd libertado e, caso contririo, condenado. Como deve proceder
o prisioneiro para maximizar a probabilidade de ser libertado?

37. Qual é a probabilidade de, em um grupo de 4 pessoas:

a) haver alguma coincidéncia de signos zodiacais?

b) as quatro terem o mesmo signo?

¢) duas terem um mesmo signo e, as outras duas, outro signo?
d) trés terem um mesmo sigho e, a outra, outro signo?

e) todas serem signos diferentes?

38. Deseja-se estimar a probabilidade p de um habitante de de-
terminada cidade ser um consumidor de drogas. Para iso realizam-
se entrevistas com alguns habitantes da cidade. Nao se deseja
perguntar diretamente ao entrevistado se ele usa drogas, pois ele
poderia se recusar a responder ou, o que seria pior, mentir. Adota-
se entéo o seguinte procedimento: propde-se ao entrevistado duas
perguntas do tipo SIM-NAO:

I} Vocé usa drogas?
IT) seu aniversario é anterior ao dia 2 de julho?

Pede-se ao entrevistado que jogue uma moeda, longe das
vistas do entrevistador, e que se o resultado for cara, responda a
primeira pergunta e, se for coroa, responda a segunda pergunta.

a) sendo pi1 a probabilidade de um habitante da cidade res-
ponder sim, qual é a relagao entre p e p17

b) se foram realizadas 1000 entrevistas e obtidos 600 sim é
razoavel imaginar que p1 =~ 0,6. Qual seria, entao, sua
estimativa de p?
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39. Uma firma fabrica “chips” de computador. Em um lote
de 1000 “chips”, uma amostra de 10 “chips” revelou 1 “chip”
defeituoso. Supondo que no lote houvesse k “chips” defeituosos:

a) Calcule a probabilidade de em uma amostra de 20 “chips”
haver exatamente um “chip” defeituoso.

b) Determine o valor de k que maximiza a probabilidade cal-
“culada no item a).

5.5. A Distribuicao Binomial

Consideremos agora um experimento com apenas dois resultados
possivels, que chamaremos de sucesso e fracasse.

Por exemplo:

a) Jogamos uma moeda nao-viciada e pomos sucesso = cara,
fracasso = coroa.

b) Jogamos um dado nao viciado e pomos sucesso = o resul-
tado & 5 ou 6; fracasso = o resultado é 1,2.3 ou 4.

c) De uma uma que contém 6 bolas brancas e 4 bolas pre-
tas, sacamos uma bola e pomos sucesso = a bola é preta;
fracasso = a bola é branca.

Chamaremos de p a probabilidade de sucesso e g=1-p
a probabilidade de fracasso. Nos nossos exemplos os valores de P
S&0 %, % e -1%, respectivamente,

Suponhamos agora que fagamos repetices (provas) do nosso
experimento, realizando-o um nGmero fixo n de vezes.

Assim, por exemplo, no caso n = 3 jogamos a moeda trés

vezes, jogamos o dado trés vezes, sacamos sucessivamente 3 bolas
da urna.

Supenhamos ainda que a probabilidade p de sucesso mante-
nha-se constante ao longo das provas. Isso, no exemplo a, significa
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que a probabilidade de obter cara em qualquer dos lancamentos é

1/2.

Suponhamos finalmente que as provas sejam independentes,
isto é, que o conhecimento do resultados de algumas provas nao al-
tere as probabilidades dos resultados das demais. Isso, no
exemplo ¢, significa que as bolas sac sacadas com reposigao.

O problema que queremos resolver é o seguinte: Qual € a
probabilidade de obtermos k sucessos nesses n provas?

A probabilidade de nessas n provas obtermos k sucessos e,
em conseqiiéncias, n —k fracassos em uma ordem pré-determinada,
por exemplo, os sucessos na k primeiras provas e os fracassos nas
demais:

SS---SFF---F,
S S .

k vezes n—k vezes

D)

)n—k

k
ppp- - p-(1—p)---(1-p)=p"(1-p
S’ ~ v’
k fatores n—k fatores

pois as provas sao independentes.

E claro que, em outra ordem, a probabilidade seria a mesma
pois apenas a ordem dos fatores se alteraria. A probabilidade
de obtermos k sucessos ¢ n — k fracassos em qualquer ordem ¢
pk(l — p)”’_k multiplicado pelo niimero de ordem possiveis que
é G:) (para escolher uma ordem basta escolher em quais das n
provas ocorrerao os k sucessos}. Acabamos de provar o

Teorema Binomial: A probabilidade de ocorrerem exatamente
k sucessos em uma seqiiéncia de n provas independentes, na qual
a probabilidade de sucesso em cada prova é p, € igual a

(:)pk(l —p)" "
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Exemplo 5.23: Jogamos uma moeda néo-viciada 10 vezes. Qual
é a probabilidade de obtermos exatamente 5 caras?

Solugdo: Pondo sucesso = cara, temos p = 1/2 em cada prova
e as provas sao independentes. Queremos achar a probabilidade
de & = 5 sucessos em n = 10 provas. Pelo teorema binomial, a

resposta é
10y (1N /. 1\ _ 252 _ 63
5/ \2 2/ 1024 9256

Exemplo 5.24: Um aluno marca ao acaso as respostas em um
teste multipla-escolha com 10 questdes e cinco alternativas por
questao. Qual é a probabilidade dcle acertar exatamente 4 ques-
toes?

Solugdo: Pondo sucesso = acerto, temos p = 1/5 cm cada prova,
e as provas sao independentes.

A probabilidade p;, dcle acertar k questdes é a probabili-
dade dele obter k sucessos em » = 10 provas. Pelo teorema bino-

mial,
10y /1\F LINTTE /10y 4l0k
PR ) \G 5 Ak )0

A probabilidade dele acertar exatamente k = 4 questdes é

10\ 48 172032
= — = ————— (). 088,
i (4)510 1953125

E a probabilidade dele acertar pelo menos 4 questdes é
1—po—p1—p2—p3=
(5 () (5

0 /510 1 /510 2 /510 3 /510
= I—M ~0,121. O
9765625 '
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Exemplo 5.25: Joga-se uma moeda nao-viciada. Qual é a proba-
bilidade de serem obtidas 5 caras antes de 3 coroas?

Solugdo: Pondo sucesso = cara, queremos a probabilidade de
ocorrerem 5 sucessos antes que ocorram 3 fracassos. QOra, ocor-
rerao D sucessos antes que ocorram 3 fracassos se e s6 se nas 7
primeiras provas ocorrerem pelo menos 5 sucessos.

Comeo a probabilidade de k sucessos em 7 provas é

- (0 G) (-3 - ()

a resposta é

9
pstpetpr=—rt- o+ o5 =-~0,23 O

Exercicios

1. Sacam-se, com reposi¢io, 4 bolas de uma urna que contém
7 bolas brancas e 3 bolas pretas. Qual a probabilidade de serem

sacadas 2 bolas de cada cor? Qual seria a resposta no caso sem
reposigao?

2. Lang¢a-se um dado n&o viciado até a obtencio do terceiro 6.
Seja X o ndmero do lan¢amento em que isso ocorre. Calcule:

a) P(X =10); Db) P(X > 10); «c) P(X < 10).

3. Dois adversarios A e B disputam um série de 10 partidas. A
probabilidade de A ganhar uma partida é 0,6 e ndo ha empates.
Qual é a probabilidade de A ganhar a série?

4. Dois adversirios A e B disputam uma série de partidas. O
primeiro que obtiver 12 vitorias ganha a série. No momento o
resultado é 6 x 4 a favor de A. Qual é a probabilidade de A
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ganhar a série sabendo que em cada partida as probabilidades de
A e B vencerem sio respectivamente 0,4 e 0,67

5. Motores de aviao funcionam independentemente e cada motor
tem um probabilidade p de falhar durante um véo. Um aviao voa
com seguranca se a maijoria de seus motores funciona. Para que
valores de p um aviao com 3 motores é preferivel a um aviao com
5 motores?

6. Suponha que uma caracteristica (como a cor dos olhos, por
exemplo) dependa de um par de genes. Representemos por A um
gen dominante e por a um gen recessivo. Assim um individuo com
genes AA é dominante puro, um com genes aa € um recessivo puro
e um com genes Ae é um hibrido. Dominantes puros e hibridos

. sao semelhantes em relacdo a caracteristica. Filhos recebem um

gen do pai e um da mée. Suponha que pai e mae sejam hibridos
e tenham 4 filhos.

a) Qual é a probabilidade do primeiro filho ser um recessivo

puro?
b) Qual é a probabilidade de exatamente um dos 4 fithos ser
um recessivo puro?

7. (O problema das cairas de fdsforos de Banach™) Um matema-
tico sai de casa todos os dias com duas caixas de fésforos, cada uma
com n palitos. Toda vez que ele quer acender um cigarro, ele pega
(a0 acaso) uma das caixas e retira daf um palito. O matematico é
meio distraido, de modo que quando ele retira o tltimo palito de
uma caixa, ele nao percebe que a caixa fica vazia. Como ele fuma
muito, em certa hora ele pega uma caixa e constata que ela esta
vazia. Qual é a probabilidade de nesse momento a outra caixa
conter exatamente k¥ (0 < k < n) palitos?
8. Langa-se repetidamente um par de dados nao tendenciosos.
Qual é a probabilidade de obtermos duas somas iguais a 7 antes
de obtermos trés somas iguais a 37
9. Uma moeda tem probabilidade 0,4 de dar cara. Langando-a
12 vezes qual o mais provével valor do nimero de caras obtidas?

*Stefan Banach (1892-1945)}, matemditico polonés
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Demonstracio do Principio da Inclusao-Exclusao.

Seja {2 um conjunto.

Sejam A1, Ao, ..., A, subconjuntos de 2 e sejam
SD = #(‘Q):
$1=) #(Aa),
—

Se= D #(AinA4y),

I<i<j<n

S3= Z #AiNA;NAR) -
I<i<j<k<n

entao:

a) O niimero de elementos de {2 que pertencem a exatamente

p dos conjuntos A1, Ag,... ,An é
n—p
k(P + k
ap = k;)(—l) ( k )Sp+k-
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b} O nimero de elementos de £ que pertecem a pelo menos p
dos conjuntos A1, As,... , Ay é

n—p
pt+k—1
by = § ;(-1)’°( . )S,M.
k=0

£

c) O ntimero de elementos do conjunto Ay U AU~ U A, é

S1—=S8g 4+ (=1)"718,,.

Demonstrag¢ao do caso a: Como é dbvio que, se um elemento
de () pertence a menos do que p dos conjuntos A1, Ag,..., Ay,
ele nao é contado na soma ap, 0 que devemos provar é que se um
elemento de {2 pertence a exatamente p dos conjuntos entdo ele é
contado uma vez na soma a, e que se um elemento pertence a mais
do que p dos conjuntos A1, Ag,... , Ay, entao ele nao é contado na
soma ap.

Ora, a soma ap é

P p+1 p+2 n
(O)Sp_( 1 )3p+1+( 9 )Sp+2—---+(—1)"_p(n_p)5n.

Um elemento de {2 que pertence a exatamente p dos con-
juntos A1, As,..., A, é contado uma vez em Sp e nao é contado
em Sp i1, 5p42,... , 5. Logo, ele é contado (g) -1 =1 vez.

Um elemento de € que pertence a exatamente p + 5 (j >

0,p+j < n) dos conjuntos Ay, Ag, ..., Ap é contado em (p;'j) das
Parcelas de S, em (;’i{) das parcelas de S,y etc...
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Logo, o ntimero de vezes que ele é contado na soma a, é

()

n

-(ﬁ)(”:")—(pil)(i:i%
ISR GNI(6)

R+ I)
= LTl R

= klpl(p + k)!(j — k)!

_ {pt+ ) 2 1
——Z(—l)’“}c :

! Wi — k)
= 'G — k)!

) j
(pp!j!” Z(“l)k(fv)

k=0

_ (p;j)(l _1) =0.

Demonstragao do caso b: Temos

I

bp=ap+apt1tapyz+-- -+ ap-1+ap=

n—p n—p—1
+k p+1+k
D ) A A (A Lo

)
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Logo,

173

O coeficiente de Spy; (0 < j < n - p) no 2° membro é

)+ GG 1)
T DY)+ (D)
=17 {7 + (53]
HET T + (75Y)]
HE1P2 () + ()] 44
o COHET) + )
DU
= (—1)3 (FHI7Y),

2

n—p

b= 30 (T s - E(—l)k(’“ )

=0 k=0
Demonstragio do caso c:
#(A1UA2U---UA,) =8
n—1
-2 (})sm
= Sl -8+ + ('—l)nulsn-

De modo anélogo, prova-se a versio probabilistica do prin-

cipio da Inclusio-Excluséo.
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Sejam Aq, As, ..., A, evenios e sejam
So=1,
n
S1=3 P(As),
=1
Sy = Z P(AiﬂAj),
[<i<j<n
S3 = Z P(AiﬂAjﬂAk)
1<i<j<k<n
entao:

a) A probabilidade de ocorréncia de exatamente p dos eventos
Al,A2,-.- ,An é

n—p .

pt+k

ap — Z(_l)k( k )Sp+k
k=0

b) A probabilidade de ocorréncia de pelo menos p dos eventos
A]_,A2,... ,Ané

n—p

_ k{P + k- 1

bp - Z(”l) ( k Sp+k.
k=0

¢) A probabilidade de ocorréncia do evento A U AsU---UA, é

S1- S+ +{(=1)""'5n.

Apéndice 2

A Solucao de Kaplansky para o Problema de
Lucas.

Tem-se n (n > 1) casais que devem se sentar em 2n cadeiras
diferentes em torno de um circulo de modo que pessoas de mesmo
sexo nao se sentem juntas e que nenhum homem fique ao lado de
sua mulher. De quantos modos isso pode ser feito?

Numeremos os lugares de 1 a 2n. A exigéncia de pessoas de
mesImno sexo nao se sentarem juntas exige que os homens ocupem
os lugares pares e as mulheres os impares ou vice-versa. Escolhido
qual o sexo que ocupard os lugares impares (2 modos}), devemos
colocar os homens nos lugares a eles reservados (n! modos). 56
falta agora colocar as n mulheres nos n lugares restantes, sendo
vedada a colocagao de alguma mulher ac lado de seu marido.

A resposta do problema de Lucas é 2(n!)Uy onde U, é 0
ndimero de modos de colocar as n mulheres nos n lugares vazios,
sendo vedada a colocagao de alguma mulher ao lado de seu marido.
Calculemos U,,.

A figura Al ilustra o caso n = 5. Devemos colocar as
cinco mulheres M1, Mo, M3, M4, M5 nos lugares agora numerados
1,2,3,4,5 de modo que M ndo pode ocupar os lugares 5 e 1, M2
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nao pode ocupar 1 e 2, M3 nao pode ocupar 2 e 3, M4 nao pode
ocupar 3 € 4 e M5 nao pode ocupar 4 e 5.

Definamos, para 1 < ¢ <n,

! = conjunto das permutacées das mulheres;

A; = conjunto das permutacgoes das mulheres em que AM;
ocupa o i-ésimo lugar;

Al = .Conjunto das permutagoes das mulheres em que M;
ocupa o (i — 1}-ésimo lugar. (OBS: 1 —1=mn).

Flg. A1

Arrumemos os 2n conjuntos na ordem

Afl? Al: A51A2= e :A‘;u An

Queremos determinar U, niimero de elementos de { que

néo pertencem a nenhum dos conjuntos A7, A1, A}, Ao, ... , AL, Ay,

Pelo Principio da Inclusao-Exclusao,

2n 2n
Un=ua0=Y (-1}*CE S0k =D (—1)*Sk.
k=0 k=0
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Para calcular 5 observemos que:

i) Uma intersecio de k¥ dos conjuntos A}, A1, A5, Ag, ..., Al
A, que contenha dois conjuntos consecutivos (imaginando-
os em circulo!) é vazia. Por exemplo, A1 NA1N--- é vazia
pois M1 nao pode ocupar simultaneamente os lugares 1 e
n; ApNATN .-, évazia pois o n-ésimo lugar nao pode ser
ocupado simultaneamente por M, e M;.

i) Uma intersecio de k dos conjuntos A%, Ay, A, Ag,. .., AL,

A, que nio contenha dois conjuntos consecutivos (imaginan-
do-o0s em circulos) é uma permutacio de n elementos com
k elementos em posicdes pré-fixadas e, portanto, possut
{n — k)! elementos (k < n).

iii) H4, pelo segundo Lema de Kaplansky,

2n n —k
2n — k k

g(2n, k) = ) intersegoes do tipo ii}.

Logo, Si & uma soma com

2n 2n — k
2n — k k

parcelas iguais a (n — k)! e com as demais parcelas nulas.

Portanto,
2n 2n — k
S'n, e - k !
(2n — k) ( k )(n )

(Observe que essa férmula vale para k = 0 pois Sg = n!).

Logo,

T

Up = Z(__l)k 2n2i - (Q?Ek— k) (n _ k]‘

k=0

e a resposta do problema de Lucas* é

2. (a)Un (n>1).

*Edouard Lucas {(1B42-18%1%, matem4dtico francés.
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Apéndice 3

e finalmente

1\" 1IN n n
1-—) >2[1——= -—==1-—,
N N N N

0 que prova a desigualdade.

Demonstragao da desigualdade (1 — %)n >1-%

(-3) = (-2)" (%)

temos

e portanto
L1 n oy 1 =2 9
TN T N N

Continuando temos

1 n 1 -3 3
- > R _
(-%)>(-%) -%

178
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Secao 2.1

1) 15600; 2) 9765625, 3) 4536; 4) 132; 5) 60; 6a) 3864;
6b) 1567; 6c) 560; 7a) 2401; 7b) 840; 8a) 24; B8b) 18;
9) 4464; 10) 2™ 11) 40320; 12) 461; 13) 2350; 14) 48;
15} 43200; 16) 2048; 17) 320; 18) 108642; 19a} 37512;
19b) 52488; 20) 243; 21) 30; 22) 18; 23) 98475; 24)
627, 25a) 2418; 25b) 15; 25¢) 48; 25d) 8; 26a) 1214400;
26b) 1658 775; 27a) A(X — 1)(A%2 — 3X - 3); 27b) 2; 28a)
AA—1(A—2)(A—3); 28b) 4; 29a) 3612; 29b) 1806;

Secao 2.2

la) 11520; 1b) 720; 1c) 4320; 1d) 1152; 1le) 720; 1f)
9360; 1g) 13080; 2a) 812 2b) 46721; 2¢) 1; 2d) 5333280;
3) 3600; 4) n!; 5) 8640; 6) 604800; 7a) 462; 7b) 5775;
7¢) 792; 7d) 10395; Te) 51975 8) m!(r +1)}; 9) 564480;
10y 720; 11) 30; 12a) 2; 12b) 1680; 12¢) 7983 360; 12d)
Al = 4x10%; 12¢) 3360; 12f) 30; 13) 10395; 14) 6x 4"~
15) 2 x 372
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Secao 2.3

1a) 560; 1b) 434; 2) 6300; 3) 28 4a) 3; 4b) 36; 4c)
100; 4d) 4; 4e) 18; 5) 280; 6) 40; 7) C* 8) 267148;
9) 12960; 10) 14976, 11a) CEZl 11b) CP_); 11¢) €23

11d) 20PT8+CPT2 = ¢P—CP_,; 1le) 2CPT5; 12a) C2; 12b)

n—

5
?14—6ni—%11n2+2n, l3d) 9221!3_ _ 92378, 13b) Cgoxclzlxc‘foxl .

488864376; 13¢) CL2 x 1 = 125070, 13d) ShaxClexCexi _
543182640; 14a) 201376; 14b) 107520; ldc) 24192; 14d)
10752; 14e) 224; 14f) 1344; 14g) 4080; 14h) 208; 14i)
1

16; 14j) 4; 15a) n!; 15b) ﬁl‘;;lﬁ; 15¢) §n+2!!;14§3n+1}; 6)

1085; 17a) 12972960; 17b) 6985440; 18) 2n=D=2(=9),
19a) 2(n? — 10n? + 35n — 34); 19p) 2DEA@=D. 4.
nn=Hn D=8, 20) 138378240; 21a) 126; 21b) 70; 22)
151200; 23) 126; 24) 2L 95y 512, 26) 277 27)

mlh!
ﬂz—ﬂ

2 nz L
756 756; 28a) 277 28b) 277" 28c) 27 ; 28d) 2"x 373

nz—“ n=s —mn
28e) 2777 98f) 3°5°; usg) 2% 28h) 1; 29) 190; 30a)
250000; 30b) 86400; 31) 2™ — 1, 32a) 28; 32b) T, 33a)
%; 33b) %::—Il}l, 34a) As linhas séo PPBB, PBPB, PBBP,

BPPB, BPBP, BBPP; 37) 424051; 40) Nao.

Secao 2.4

1) 2880; 2a) 2x(n—2); 2b) plx{n—p), 3) (n—-1)Ix2%
4) 2x (n—1); 5) &1 6a) 720, 6b) 360; 6¢) 120; 6d)
60; 7) 86400; 8) 2.

Secao 2.5
la) 462; 1b) 210; 2) 300; 3) Ll 4y (b=al. 5 30,

albl alblc!
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Secao 2.6

1) 20; 2) 126; 3) 36; 4) 84; 5) 28 6) FIETE 1)

. —1)! ! _

1359072; 8) Qs 9) LMER 10) 10205472 11) 28;

12) 210; 13a) 3420; 13b) 3711; 14) 5 004; 15) 825;
; ! |

16) 2001; 17) 1016; 18a) E_PF’ 18b} 5!—(1;"—;15[; 18¢c) nP;

18d) PHESHL 19a) P 19b) En 19¢) i 19d)
%ﬁﬁl; 19¢) Sejam A € B conjuntos ordenados com #A =pe
#B = n. CE é o nimero de fungdes f: A — B estritamente cres-
centes, CRYP é ¢ numero de fungoes f: A — B nao-decrescentes,
A% é o nimero de fungdes f: A — B injetoras e AR¥ é o ntmero
de fungdes f: 4 — B; 20a) =n!; 20b) P, é o niimero de bijectes
f:A — A onde #4 = n; 21a) 191300; 21b) 183800; 22)
60 480.

Secao 3.1
la) 62; 1b) 286; 1c) 419; 1d) 714; 2) 2400; 3) 25; 4)
P
45; 5) Y (~1)*CE(p - k)™ 6) 504; 7a) 3% 7b) 3" -3
k=0
=1
9" +3; 8) 864; 9) 998910; 10) > (-BFCh_i(n— k) 11)
k=0

1625; 12) 96; 13) 20; 14) p—1; 15) 200; 16a)n®; 16b)

T
—1)t —1)!
Y (—1)FCEn - k) 17a) SEESL 17h) ﬁ%ﬁ_&v 18)
k=0
nl

ulln—3l

Secao 3.2

1a) (n—1)" 1b) '["-r Sl SRt _nl.n]; 2) 315 3)
1936; 4) 14833; 8) 190800 9) Y (—1)*Ck(2n — k)l
k=0
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Secao 3.3

2

1) 45360; 2) 50; 3) - 4) OB xChagprs 5) S wm
1,6 x 10%%; 6) 120; 7) g(p _1y 8) 7iCR

n—pr:

Secao 3.4

la) (m+n); 1b) Ly(m +n)l; 1lc) (m+n)!
. 2a) 15504; 2b) 7752 2¢) 10659,

n{n—1)(n—2

Gt (2 (it 1)

Secao 3.5

1) 3 2) 6 3) 6 4b) {(0,0,0); (0,0,1); (0,1,0); (1,0,0); (1,1,0)
(1,0,1); (0,1,1); {1,1,1)}; 5) 49.

Secao 4.1

6) 9; 7) Impossivel; 8a} 31; 8b} 30; 9) 2" —1; 10} 120;
11) 127, 12) (n4+2)2"% 13) (n+1)n27% 14) £5L; 17)
301750; 18) n2!n+1!2; 19) n§n+16!§4n+5!, 20) 6n“_—i-20n2——3n2—5n;
21) (—1)PCE_y; 22) Ck.21990-n 94y ¢k . 27) OF%; 28)
nChY: 29) p=5; 30) p=10o0up = 11 31) p=1ou
p=14; 32) p=3; 35a) CP_L; 35b) 2El. 37) k=0; 38)

n—k1 p+1:
() 39) ("7)-

Secao 4.2

1) Ts = 70z 2a) Ts = :%92, 2b) Ts = 8 3) T5 = 210;
4) —1760; 5) 755; 6) n=oniZ, 2=5nt9 7) n mdltiplo de 5; 8) O
termo méximo é Ty = -Eﬁ'l e 0 termo minimo é Ti21 = 2—112-.5-; 9)
~1; 10) S5 11y 6 12) 3% 13) 3n 47Tl 14) 24
15) olp; 17a) 27P; 17b) 8% 21a) 2771, 21b) 27~); 22)
51= 8y =n2""% 23) 0; 25) as = 2 26) 4n(n—1)3"7%
27} 5n(5n + 1)6™2,
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24 _ 10
16a) s~ 0,518; 16b) 1 (8 z0,491346817) 1—20,919';
Segao 4.3 0,65; 18) 55; 19a) 025 ~ 0,30; 19b) 251@2—5'“0105 g‘f:
1 4) (s1teat o dan)d= a2l + g3 ~ 0,06 19d) #42 =~ 0,21; 19¢) FEL ~ 0,11; 19f)
1) 3420; 2) 1; 3) 1771 ! 56 o1 B 004 10n) 13~ 0. 10: 20)
28 ~ 0,01; 19g) 55%s= , 7249
,323:?2_3;3--#6 Z TiTFTk- _34 ~ 0,32; 2la) 0,2401; 21b) 0,5904; 21c) 0,1695; i%f)
i ek 02,90256; 21e) 0,9375; 21f) 0,0369; 21g) 0,0434; 21h) z4gs
- 22a) §; 22b) % 22c) i 22d) o5 22) @i 22 o
a 593 . N . _'?_ .
Seg,ao 5 _. 25 P(A3) = 22g) _1_; 22h) Qi; 23) %; 24) 253; 25) 1TN))—, 26) 13 3
1) 0,999 aproximadamente; 2) P(A;) :EFL’P(AQ) = £ 13 71 8+ Z | . 2N @ . 29m)
25 25 = &5 P(A6) = 135, P(47) = 135, 27a) (Z=1)7 2mh) mbss 28) 135 20a) o
108+ P(A4) = Jg2 P(AS) = Bas» 1291()3 b1 (Bid a p ) n—m)ln o 1 30b)
P(As]_—g—g 3a) l_7El 3b) _11_2; 4a) -g-; 4b) %; b) 7 Y o 5 29¢) %5 29d) Ei—‘g_‘%; 2%¢) —ia%ﬂj; 30a) o=t;
= 162° ! 1. i, a+o? n—1 9" _B" 5" 44" |
6) 5 78) T ™) & 8) gm 9) sed 10) mimy 11) sosek <n;girsek=n; 31) Z- 32) w—'k—"?nn)—'*i 33)
Fe 12) & 13) (?2(3“‘2")1 1) E 150) B 15) 35 150 13; 34) As probabilidades sio iguais; 35a) (2)(2-0 i 35b) 99
16° ! s ;
2 15d) 5 15e) %' 15f) %§ 15g) %; 162) %% llﬁb) ou 100; 36) Uma urna recebe uma bola brlancaeaoutlrl'aregil?;)e
=4 10 ! . S 1 ) 41 1, AL.
% 172) sl 17b) Tomlse 17¢) TEE0T00" 17d) 79451395];)]‘ as 99 bolas restantes; 37a) %3; 37b) g 37¢) % ona sy
15 somn;  192) Tesamoms 142p - s
Sy dim %) sy 1) mm De) i 1o B 370) i 350 ;o= 2 38) 07 30a) Ll
sran 199 s 99 Teemm 20) 1 Tona oy L 50
4 L. 12 22a) 1o 22b) 35 23) gt 39b) k = 50.
%3; 22&) B+ 21b) 58 a 126 126 n)
24) M@%ﬂ 25) (—“%; 26) gptly; 27a) 1srap; 27b) Segao 5.5 sa1as
; 1 ”“ 78128 .. . =
- 27(:: =20 . 27d) 280, 97e) —-——18%38; 27f) 0; 28) la} 0,2646; 1b) 0,3; 2a) 67968 ~ (?,05, 2b) 25194?44
7967 o) . 7567 e —-m—1}) dn—m—1), 31) .9 898223 . 1 1g. 3) Aproximadamente 0,63; 4)
ninD(nop9p-l). 9g) ("%)(,(7"_1) > 30 S , 0,78, 2¢) somas it 1 ”r (%)
2 93) . 33) A2 34) 15 35) 3gp 36a) &5 36b) i Aproximadamente 0,43; 5) p > 1; 6a) 1; 6b) Z; 7) 2
5 11° n—1* 7 . 374) il 243,
36c) . 36d) &; 37a) 4; 37b) & 37¢) 0,2; 37d) i 8) 2. g) 5.
37¢) 0,8.
Secao 5.4
914 2y 3. 3) r. 4) 1 5) %; 6) 152, 7] %: 8a)
V1w 2) 1 By 1Y s 3 — 8p* + 5p° — pb
3 8b) & 8 3 9 g 11)p% + 4% - 8p . )
, -t F1 o1 k. 13 n—<_- 13d
13a) [é-%+-‘---+-%;_Lk,!—J-k,, 13b) 35 13¢) 35

k-1
. . . . 1. ]5b) (n—1) :
(—‘,‘fn_g ; 14) Sim, Sim, Sim e Nédo; 15a) <+; ,
n—71327 H
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Os livros abaizo abordam mais ou Menos as mMesmas Cot3as q
este livro, com o mesmo grau de complexidade.

[1] “Mathematics of Choice” - Ivan Niven-Random Hollse:‘ The
L. W. Singer Company - Nova lorque - 1972 - .quegg,o. New
Mathematical Library” volume 15 - 202 paginas.

Aborda também nimeros de Fibonacci, nimeros de Catalan, fun-
cOes geratrizes e partigdes de um inteiro.
[2] “Ligbes de Anélise Combinatéria” - Rio Nog;-ueira -28 Edlt;aéo
_ Editora Fundo de Cultura - Rio de Janeiro - 1972 - 15
paginas.
Contém cerca
geratrizes.
2
[3] “LicOes de Analise Combinatéria” - F. A. Lacaz Ne:ctt-) -4
Edicdo - Livraria Nobel - Sao Paulo - 1956 - 158 paginas.

Contém 180 problemas, em sua maioria resolvidos.

[4) “Triangulo de Pascal” - V. A. Uspenski - Tradugao para o
espanhol de L. B. Ermolaev - Editora Mir - Moscou - 1978

- 38 paginas.
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de 100 exercicios resolvidos e aborda também fungoes
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[5] “; de Cuantas Formas?” - N. Vilenkin -
Traducdo para o espanhol de Juan Jose Tolosa - Editora
Mir - Moscou - 1972 - 219 paginas. Um curso sob a forma de
problemas, contém 439 problemas, todos resolvidos ou com
solucdo indicada. Aborda também relacdes de recorréncia.

Os livros a seguir abordam principalmente topicos um pouco mais
avancados.

[6) “Introduction to Combinatorics” - Gerald Berman e K. D.
Fryer - Academic Press - Londres - 1972 - 300 paginas.

Aborda Permutac¢des e Combinagdes, Principio da Inclusio-Exclu-
s&o, Relacdes de recorréncia, Funcdes Geratrizes, Principio de
Dirichlet, Pavimentactes do Plano, Polindmios Cromaéticos, o Pro-
blema das Quatro Cores, o Lema de Sperner, Mapas na esfera,
Teorema de Euler, Configuragdes Combinatérias, Nimeros de Stir-
ling, Nimeros de Fibonacci, Quadrados Latinos e Partigdes de
Inteiros.

[7] “Introduction to Combinatorial Mathematics” - C. L. Liu
- McGraw Hill - Nova lorque - 1968 - 393 paginas.

Aborda Permutacdes e Combinages, Funcdes Geratrizes, Relagdes
de Recorréncia, Partigdes de Inteiros, Principio da Inclusio-Exclu-
sdo, Permutages com Posigdes Restritas, Polindmios de Torres,
Teoria da Contagem de Polya, Grafos, Circuitos Eulerianos e
Hamiltonianos, Nimeros Crométicos, Configuracdes Combinatéri-
as, Redes, Programacéo Linear, Programacdo Dinimica e De-
signacgoes.

[8] “Applied Cominatorics” - Alan Tucker - John Wiley and
Sons - 22 Edi¢éio - Nova lorque 1984 - 447 paginas.

Aborda Grafos, Circuitos Fulerianos e Hamiltonianos, Coloragoes,
Arvores, Redes, Permutagdes e Combinacdes, Funcces Geratrizes,
Relagées de Recorréncia, Principio da Inclusdo-Exclusdo, Polin-
mios de Torres, Permutagoes com Posi¢des Restritas, Teoria da
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Contagem de Polya, Modelagem Combinatéria em Teoria da Com-
putacao e Jogos com Grafos.

[9] “Basic Techniques of Combinatorial Theory” - Daniel 1. A.
Cohen - John Wiley and Sons - Nova lorque - 1978 - 297
paginas.

Aborda Permutacdes e Combinagdes, Fungoes Geratrizes, Ntimeros
de Stirling e de Catalan, Principio de Dirichlet, Teorema de Ram-
sey, Principio da Incluséo- Exclusao, Teoria da Contagem de Polya
e Grafos.

[10] “Elementary Combinatorial Analysis” - Martin Eisen - Gor-
don and Breach - Nova lorque - 1969 - 233 paginas.

Aborda Permutactes e Combinagtes, Bindmio de Newtorie Poliné-
mio de Leibniz, Fun¢des Geratrizes, Principio da Inclusdo-Exclu-
sao, Probabilidade, Fun¢ao de Moebius e Teoria da Contagem de
Polya.

(11] “A First Course in Combinatorial Mathen?aﬂt-ics” - lan A‘n-
derson - Clarendon Press - Oxford - 22 Edigéo - 1989 - 134

paginas.

Aborda Permutacdes e Combinagbes, Triangulo de Pasca],MBmomlo
de Newton, Designacdes, Recorréncia, Prineipio da Inc.lusao—!ibfclu—
s&o, Polinémios de Torres, Configuragdes Combinatorias, Codigos
Corretores de Erros e Empacotamento de Fsferas.

[12] “Applied Combinatorics” - Fred 8. Roberts - Prentice Hall
- New Jersey - 1984 - 606 paginas.

Aborda Histéria da Combinatéria, Permutag;'é\es e Combina@yes,
Triangulo de Pascal, Probabilidade, Algoritmos, Grafos: Fungoes
Geratrizes, Relacdes de Recorréncia, Principio da In(‘:h:tsao-Exclu—
sao, Teoria da Contagem de Polya, Principio de Dirichlet, Teo-
ria de Ramsey, Configuracdes Combinatérias, Codigos Corretores
de Frros, Sistemas de Representantes Distintos e Problemas de

Otimizacao.
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[13] “Introductory Combinatorics” - Richard A. Brualdi - North
Holland - Nova Iorque - 1977 - 374 paginas.

Aborda Prineipio de Dirichlet, Teorema de Ramsey, Permutacoes
e Combinagbes, Tridngulo de Pascal, Principio da Inclusao-Exclu-
sdo, Relagbes de Recorréncia, Funcbes Geratrizes, Configuracoes
Combinatérias, Grafos, Coloragées e Problemas de Otimizacao.

[14] “Combinatorial Mathematics” - Herbert John Ryser - The
Mathematical Association of America - The Carus Mathe-
matical Monographs volume 14 - 1965 - 154 paginas.

Aborda o Principio da Inclusdo-Exclusio, Permutacdes Cadticas,
Permanentes, Relacdes de Recorréncia, o Problema de Lucas, Teo-

rema de Ramsey, Parti¢des de Inteiros, Configuragtes Combi-
natdrias, Matrizes de zeros e uns.

[15] “Discrete Mathematics: Applied Combinatorics and Graph
Theory” - Michael Townsend - The Benjamin Cummings
Publishing Co. Inc. - Califérnia - 1987 - 387 paginas.

Aborda Indugéo, Combinacdes e Permutagdes, Funcgées Geratrizes,
Relagoes de Recorréncia, Principio da Inclusao-Exclusio, Grafos,
Circuitos Eulerianos e Hamiltonianos, Designagtes e Coloragoes.

Probabilidade

[16] “Fifty Challenging Problems in Probability with Solutions”
- Frederick Mosteller - Addison - Wesley - Massachussets -
1965 - 88 péaginas.

Contém 56 problemas interessantissimos de Probabilidade; todos
resolvidos.

Os livros a seguir sio excelentes textos para um curso de proba-
bilidade em nivel de Graduagdo.
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lan Publishing Company, Inc - Nova Torque - 1976 - 305
paginas.

Aborda Combinatéria, Probabilidade, Variaveis Aleatérias Unidi-
mensionais, Varidveis Aleatérias Multidimensionais, Esperangas e
Teoremas Limites.
[18] “Modern Probability Theory and its Applications” - Fma-
nuel Parzen - John Wiley and Sons e Toppan Printing Com-
pany LTD - Japdo 1960 - 464 péginas.

Aborda Probabilidade, Variaveis Aleatérias Unidimensionais e Mul-
tidimensionais e Teoremas Limites.

[19] “Probabilidade: Aplicagbes A estatistica” - Paul L. Meyer
- Tradugéo de Ruy Lourengo Filho - LTC - Rio de Janeiro
- 22 edigdo - 1983 - 426 paginas. Titulo original: “Intro-
ductory Probability and Statistical Applications”.

Aborda Combinatéria, Probabilidade, Variaveis Aleatérias Unidi-
mensionais e Bidimensionais, Func¢des de Varidveis Aleatdrias, Es-
perancas, Fungbes Geratrizes de Momentos, Confiabilidade, Teo-
remas Limites, Distribui¢des Amostrais, Estimacao e Testes.

(20] “Introdugdo & Teoria da Probabilidade” - Paul G. Hoel,
Sidney C. Port, Charles J. Stone - Livraria Interciéncia
- Rio de Janeiro - 1978 - Tradugao de Fernando Yassov
Chiyoshi - 269 péaginas. Titulo original: “Introduction to
Probability Theory”.

Aborda Combinatéria, Probabilidade, Variaveis Aleatérias Unidi-
mensionais e Multidimensionais, Esperancas, Teoremas Limites,
Funcdes Geratrizes de Momentos e Fungdes Caracteristicas, Pas-
seio Aleatério e Processo de Poisson.

[21] “Introducéio & Teoria das Probabilidades e suas Aplicagbes”
- William Feller - Edgard Blucher - Sao Paulo - 1976 - 236
paginas. Traducio de Flavio Wagner Rodrigues e Maria
Elisa Fini.
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Es'te ¢ um .c]fissico; um livro que influenciou vérias geracoes (a
primeira edi¢ao é de 1950). O livro, no original, é em dois volum

com 17 capitulos no primeiro volume e 19 no seguhdo vol A
tradugio para o Portugués inlos do

contém os 10 primeiros i
Adug capitu
Primeiro velume. pitulos do

o Aborda Combinatéria, Probabilidade,
Distribuigdes Discretas Univariadas,
rancas e Teoremas Limites.

Passeio Aleatério,
Distribuicdo Normal, Espe-
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